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Σανδβαγγινγ�

Ματτηιασ Κρκελψ

Αβστραχτ

Παρτιχιπαντσ οφ δψναµιχ χοµπετιτιον γαµεσ µαψ πρεφερ το πλαψ ωιτη τηε
ρυλεσ οφ τηε γαµε βψ σψστεµατιχαλλψ ωιτηηολδινγ ε⁄ορτ ιν τηε βεγιννινγ.
Συχη βεηαϖιορ ισ ρεφερρεδ το ασ σανδβαγγινγ. Ι χονσιδερ α τωο−περιοδ χον−
τεστ βετωεεν ηετερογενεουσ πλαψερσ ανδ αναλψζε ποτεντιαλ σανδβαγγινγ οφ
ηιγη−αβιλιτψ παρτιχιπαντσ ιν τηε �ρστ περιοδ. Συχη σανδβαγγινγ χαν βε βεν−
ε�χιαλ το αϖοιδ σεχονδ−περιοδ µατχηεσ αγαινστ οτηερ ηιγη−αβιλιτψ οππονεντσ.
Ι χηαραχτεριζε τηε χονδιτιονσ υνδερ ωηιχη σανδβαγγινγ λεαδσ το α χοορδινα−
τιον προβλεµ, σιµιλαρ το τηατ οφ τηε βαττλε−οφ−τηε σεξεσ γαµε. Μορεοϖερ, ιφ
πλαψερσ� αβιλιτιεσ ηαϖε α στρονγερ ιµπαχτ ον τηε ουτχοµε οφ τηε �ρστ−περιοδ
χοντεστ τηαν ε⁄ορτ χηοιχεσ, µυτυαλ σανδβαγγινγ βψ αλλ ηιγη−αβιλιτψ πλαψερσ
χαν αρισε.

Κεψ Ωορδσ: χοορδινατιον προβλεµ; δψναµιχ χοντεστ; ηετερογενεουσ χον−
τεσταντσ; ωιτηηολδινγ ε⁄ορτ.

ϑΕΛ Χλασσι�χατιον: Χ72; ∆72.

�Ι ωουλδ λικε το τηανκ ∆ανιελ Μλλερ φορ ηελπφυλ χοµµεντσ. Φινανχιαλ συππορτ βψ τηε ∆ευτσχηε
Φορσχηυνγσγεµεινσχηαφτ (∆ΦΓ), γραντ ΣΦΒ/ΤΡ 15, ισ γρατεφυλλψ αχκνοωλεδγεδ.
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+49 228 739210, ε−µαιλ: µ.κραεκελ≅υνι−βονν.δε.
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1 Ιντροδυχτιον

Ιν δψναµιχ χοντεστσ, σανδβαγγινγ χαν τακε τωο δι⁄ερεντ φορµσ. Φιρστ, α πλαψερ

µαψ ωιτηηολδ ε⁄ορτ1 ιν α χυρρεντ ρουνδ ιν ορδερ το ηιδε ηισ στρενγτη. Ασ α ρεσυλτ,

τηε οππονεντσ� βελιεφσ αβουτ τηε πλαψερ�σ αβιλιτψ αρε αδϕυστεδ δοωνωαρδσ, ωηιχη

λεαδσ το α ρεδυχτιον οφ τηε οππονεντσ� ε⁄ορτ χηοιχεσ ιν φυτυρε ρουνδσ. Τηισ φορµ

οφ σανδβαγγινγ βελονγσ το σιτυατιονσ, ωηερε τηε σαµε πλαψερσ µεετ ιν ρεπεατεδ

χοντεστσ. Σεχονδ, α πλαψερ χαν ωιτηηολδ ε⁄ορτ το εξπλοιτ τηε ρυλεσ οφ τηε δψναµιχ

χοντεστ. Ιν παρτιχυλαρ, τηε πλαψερ χαν ϖολυνταριλψ λοσε α χυρρεντ χοντεστ ιν ορδερ

το βε µατχηεδ ωιτη ωεακερ οππονεντσ ιν τηε φυτυρε. Τηισ κινδ οφ σανδβαγγινγ

ισ αιµεδ ατ τηε χοντεστ δεσιγνερ ανδ νοτ ατ τηε χυρρεντ οππονεντσ. Φροµ τηε

ϖιεωποιντ οφ σοχιετψ, σανδβαγγινγ ισ δετριµενταλ φορ τωο ρεασονσ � ιτ λεαδσ το αν

υνδερπροϖισιον οφ ε⁄ορτ ανδ το α ποσσιβλε µισαλλοχατιον οφ πλαψερσ το ηιγηερ−ορδερ

χοντεστσ.

Τηερε αρε σεϖεραλ ρεαλ−ωορλδ εξαµπλεσ φορ ειτηερ κινδ οφ σανδβαγγινγ. Τηε

�ρστ χλασσ οφ σανδβαγγινγ προβλεµσ ισ βασεδ ον σιγναλ ϕαµµινγ, ωηερε ονε πλαψερ

χηοοσεσ αν υνοβσερϖαβλε αχτιον (ε.γ., ε⁄ορτ) το µανιπυλατε τηε βελιεφσ οφ οτηερ

πλαψερσ ρεγαρδινγ ηισ τρυε αβιλιτψ. Ιν τηε χασε οφ σανδβαγγινγ, α πλαψερ τριεσ το

αππεαρ ασ α ωεακ χοντεσταντ το µακε ηισ οππονεντσ χηοοσε ονλψ λοω ε⁄ορτσ ιν τηε

νεξτ ρουνδ. Εξαµπλεσ χαν βε οβσερϖεδ ιν σπορτσ ωηεν ινδιϖιδυαλ ατηλετεσ ορ τεαµσ

τρψ το ωιν ονλψ ωιτη α σµαλλ λεαδ ατ τηε βεγιννινγ οφ α τουρναµεντ το ηιδε τηειρ

τρυε αβιλιτιεσ υντιλ µεετινγ στρονγερ οππονεντσ ιν λατερ ρουνδσ. Ατ τηε βεγιννινγ οφ

α µιλιταρψ χον�ιχτ, ονε παρτψ χαν ωιτηηολδ µιλιταρψ ρεσουρχεσ το µακε τηε οπποσινγ

παρτψ βελιεϖε τηατ ονε ισ εασψ πρεψ ιν φυτυρε βαττλεσ. Ιν ποκερ, α πλαψερ τηατ ηασ

α στρονγ ηανδ βετσ ωεακλψ το χονϖινχε τηε οτηερ πλαψερσ το σταψ ιν τηε γαµε. Ιν

α λιτιγατιον χοντεστ, ονε λαωψερ σταρτσ ωιτη ρατηερ ωεακ αργυµεντσ το δετερ τηε

λαωψερ οφ τηε οτηερ παρτψ φροµ φυρτηερ χολλεχτινγ εϖιδενχε.

Τηε σεχονδ χλασσ οφ σανδβαγγινγ προβλεµσ ισ νοτ βασεδ ον σιγναλ ϕαµµινγ.

Ινστεαδ, τηε σανδβαγγερ ωιτηηολδσ ε⁄ορτ το πλαψ ωιτη τηε ρυλεσ οφ τηε γαµε ορ

1Ε⁄ορτ χαν τακε δι⁄ερεντ φορµσ. Ιν σπορτσ, ∀ε⁄ορτ∀ χονσιστσ οφ τραινινγ ιντενσιτψ ασ ωελλ ασ
ε⁄ορτ δυρινγ τηε µατχη. Ιν µιλιταρψ χον�ιχτσ, ∀ε⁄ορτ∀ δεσχριβεσ τηε µιλιταρψ ρεσουρχεσ υσεδ βψ
τηε χον�ιχτινγ παρτιεσ. Ιν βυσινεσσ ανδ λιτιγατιον χοντεστσ, ∀ε⁄ορτ∀ ισ γιϖεν βψ µονεψ ανδ τιµε
ινϖεστεδ ιν τηε χοµπετιτιον.
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εϖεν µανιπυλατε τηεµ. Ιν α σαλεσ χοντεστ, ινδιϖιδυαλσ σοµετιµεσ ηολδ ασιδε ρε−

αλιζεδ σαλεσ ωηεν χλεαρλψ ηαϖινγ ουτπερφορµεδ τηειρ οππονεντσ ορ ωηεν βεινγ α

χλεαρ λοσερ ιν ορδερ το υσε τηεσε ρεαλιζεδ σαλεσ ιν τηε νεξτ−περιοδ χοντεστ. Ιν µανψ

(προφεσσιοναλ) σπορτσ, ηανδιχαπ σψστεµσ αρε υσεδ φορ λεϖελινγ ουτ τηε πλαψινγ �ελδ.

Ηερε, σανδβαγγινγ ηαππενσ ωηεν ινδιϖιδυαλσ δελιβερατελψ περφορµ ποορλψ ιν λεσσ

ιµπορταντ χοντεστσ το αχχυµυλατε αδδιτιοναλ ηανδιχαπ φορ κεψ χοντεστσ ιν τηε φυ−

τυρε. Συχη πραχτιχε χαν βε φρεθυεντλψ οβσερϖεδ ιν βοωλινγ ανδ γολφ. Ιν χερταιν

ραχινγ σεριεσ, δριϖερσ µαψ πρεφερ το υνδερπερφορµ ιν θυαλιφψινγ ρουνδσ το οβταιν

α βεττερ σταρτινγ ποσιτιον ασ ηανδιχαπ. Σοχχερ τουρναµεντσ λικε τηε ΦΙΦΑ σοχχερ

ωορλδ χηαµπιονσηιπ οφτεν χονσιστ οφ τωο παρτσ � τηε γρουπ πηασε ανδ τηε συβ−

σεθυεντ κνοχκ−ουτ πηασε. Τψπιχαλλψ, ιν τηε ρουνδ οφ σιξτεεν, γρουπ ωιννερσ αρε

µατχηεδ ωιτη σεχονδ−βεστ τεαµσ οφ οτηερ γρουπσ. Α σοχχερ τεαµ τηατ ωαντσ το

βε µατχηεδ ωιτη τηε �ρστ ινστεαδ οφ τηε σεχονδ−βεστ τεαµ οφ ανοτηερ γρουπ χαν

γαιν α στρατεγιχ αδϖανταγε βψ δελιβερατελψ λοσινγ τηε �ναλ γρουπ µατχη ανδ βε−

χοµινγ σεχονδ ινστεαδ οφ �ρστ ιν ιτσ ρεσπεχτιϖε γρουπ. Ιν γαµεσ λικε προφεσσιοναλ

χηεσσ, Γο, βιλλιαρδσ ορ ΒΜΞ ραχινγ, πλαψερσ χαν ϖολυνταριλψ λοσε υνιµπορταντ χον−

τεστσ το δεχρεασε τηειρ αϖεραγε ρατινγ ανδ, τηυσ, το σταρτ ιν τηε νεξτ χοντεστ ιν α

λοωερ χλασσ. Ιν τηισ χλασσ, τηε σανδβαγγερ χαν µορε εασιλψ ωιν αγαινστ λεσσ στρονγερ

οππονεντσ. Ηοωεϖερ, συχη σανδβαγγινγ ηασ τηε δραωβαχκ τηατ ωιννερ πριζεσ ιν

λοωερ χλασσεσ αρε τψπιχαλλψ σµαλλερ τηαν πριζεσ ιν ηιγηερ χλασσεσ. Ιν δψναµιχ χαρεερ

χοντεστσ, ωορκερσ µαψ πρεφερ το υνδερπερφορµ ατ σοµε τιµε το βε ασσιγνεδ το α

λεσσ δεµανδινγ χαρεερ τραχκ ιν ωηιχη τηεψ χαν εασιλψ ουτπερφορµ τηειρ οππονεντσ.

Σιµιλαρλψ το τηε πρεϖιουσ εξαµπλε, σανδβαγγινγ λεαδσ το τηε δισαδϖανταγε τηατ τηε

πλαψερ φοργοεσ λαργερ ινχοµεσ ατ ηιγηερ χαρεερ τραχκσ.

Ωηερεασ σεϖεραλ χοντεστ παπερσ ηαϖε δισχυσσεδ τηε σιγναλ−ϕαµµινγ αργυµεντ

οφ σανδβαγγινγ,2 το τηε βεστ οφ µψ κνοωλεδγε τηερε δο νοτ εξιστ χοντεστ παπερσ

ον σανδβαγγινγ ασ µεανσ οφ πλαψινγ ωιτη τηε ρυλεσ οφ τηε γαµε. Μψ νοτε αιµσ ατ

ναρροωινγ τηισ γαπ. Τηε αναλψσισ ωιλλ προχεεδ ιν τωο στεπσ. Ι σταρτ βψ χονσιδερινγ

α ηετερογενεουσ χοντεστ βετωεεν α ηιγη−αβιλιτψ πλαψερ ανδ α λοω−αβιλιτψ ονε. Τηε

χοντεστ ωιννερ ισ ασσιγνεδ το α ηιγη−πριζε χοντεστ ιν τηε σεχονδ περιοδ (µαϕορ

2Σεε τηε χονϕεχτυρε βψ Ροσεν (1986), π. 714, ασ ωελλ ασ τηε παπερσ βψ Αµεγασηιε (2006),
Ηρνερ ανδ Σαηυγυετ (2007), Ζηανγ ανδ Ωανγ (2009), Μνστερ (2009).
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χοντεστ), ωηερεασ τηε χοντεστ λοσερ ισ ρελεγατεδ το α λοω−πριζε χοντεστ (χονσολατιον

χοντεστ). Ιν βοτη σεχονδ−περιοδ χοντεστσ, τηερε ωιλλ βε ρανδοµ µατχηινγ ωιτη

αν υνκνοων οππονεντ. Τηε τωο �ρστ−περιοδ πλαψερσ ονλψ κνοω α δισχρετε τψπε

διστριβυτιον οϖερ τηε σεχονδ−περιοδ οππονεντσ φορ εαχη κινδ οφ µατχη.

Ιν τηε βενχηµαρκ χασε οφ αν ισολατεδ �ρστ−περιοδ χοντεστ ωιτηουτ τηε εξισ−

τενχε οφ συβσεθυεντ σεχονδ−περιοδ χοντεστσ, βοτη τηε ηιγη−αβιλιτψ πλαψερ ανδ ηισ

λοω−αβιλιτψ οππονεντ ωουλδ χηοοσε ιδεντιχαλ εθυιλιβριυµ ε⁄ορτσ. Ι σηοω τηατ τηε

ασσιγνµεντ το δι⁄ερεντ σεχονδ−περιοδ χοντεστσ χαν µακε τηε ηιγη−αβιλιτψ πλαψερ

σανδβαγ βψ ωιτηηολδινγ ε⁄ορτ ιν τηε �ρστ ρουνδ. Συχη σανδβαγγινγ ωιλλ βε ρα−

τιοναλ ιφ σαϖεδ ε⁄ορτ χοστσ φροµ αϖοιδινγ ανοτηερ ηιγη−αβιλιτψ πλαψερ ιν α ποσσιβλψ

ηοµογενεουσ µαϕορ χοντεστ εξχεεδ εξπεχτεδ ινχοµε λοσσεσ φροµ βεινγ ασσιγνεδ το

τηε χονσολατιον µατχη. Τηε χορρεσπονδινγ σανδβαγγινγ χονδιτιον αλσο σηοωσ ηοω α

χοντεστ δεσιγνερ χαν χηοοσε τηε χηαραχτεριστιχσ οφ τηε χοντεστ το αϖοιδ σανδβαγγινγ.

Α ηιγη ωιννερ πριζε φορ τηε µαϕορ χοντεστ δοεσ νοτ νεχεσσαριλψ σολϖε τηε σανδβαγ−

γινγ προβλεµ σινχε τηισ ωιννερ πριζε αλσο ιν�υενχεσ εθυιλιβριυµ ε⁄ορτσ ανδ, τηυσ,

ε⁄ορτ χοστσ ιν εθυιλιβριυµ. Ηοωεϖερ, οπτιµαλλψ δεσιγνινγ τηε διστριβυτιονσ οϖερ

τηε σεχονδ−περιοδ οππονεντσ� τψπεσ ισ α ϖερψ ε⁄εχτιϖε δεϖιχε αγαινστ σανδβαγγινγ.

Ιν α σεχονδ στεπ, Ι χονσιδερ α σιτυατιον ωιτη τωο ηετερογενεουσ χοντεστσ τηατ

σιµυλτανεουσλψ τακε πλαχε ιν περιοδ ονε. Τηισ σεττινγ ισ υσεδ το αδδρεσσ τηε προβ−

λεµ οφ ενδογενουσ µατχηινγ ιν τηε σεχονδ περιοδ. Ωηιλε �ρστ−περιοδ ωιννερσ αρε

ασσιγνεδ το τηε µαϕορ χοντεστ, τηε �ρστ−περιοδ λοσερσ αρε ρελεγατεδ το α χονσολατιον

χοντεστ. Τηισ µορε χοµπλιχατεδ σεττινγ ρενδερσ α χοµπλετε σολυτιον οφ τηε γαµε

ιµποσσιβλε βυτ Ι χαν στιλλ χηαραχτεριζε σιτυατιονσ ιν ωηιχη σανδβαγγινγ ηαππενσ.

Ιν παρτιχυλαρ, τηερε αρε χασεσ ιν ωηιχη τηε ηιγη−αβιλιτψ πλαψερσ φαχε α χοορδινατιον

προβλεµ σιµιλαρ το τηατ οφ τηε βαττλε−οφ−τηε σεξεσ, σινχε εαχη ηιγη−αβιλιτψ πλαψερ χαν

ονλψ προ�τ φροµ σανδβαγγινγ ιφ τηε οτηερ ονε πρεφερσ νοτ το σανδβαγ. Μορεοϖερ,

ιφ τηε ιµπαχτ οφ πλαψερσ� αβιλιτιεσ δοµινατε τηε ιµπαχτ οφ ε⁄ορτ ον τηε ουτχοµε

οφ τηε �ρστ−περιοδ χοντεστσ, εϖεν µυτυαλ σανδβαγγινγ βψ βοτη ηιγη−αβιλιτψ πλαψερσ

χαν βε αν εθυιλιβριυµ.

Ονε ιµµεδιατε ιµπλιχατιον οφ µψ ρεσυλτσ ισ τηατ τηε χυρρεντ ρυλεσ φορ τηε σοχχερ

ωορλδ χηαµπιονσηιπ�σ γρουπ πηασε σηουλδ βε ρεδεσιγνεδ ιν ορδερ το αϖοιδ σανδ−
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βαγγινγ. Αχχορδινγ το τηεσε ρυλεσ, τηε �ναλ µατχηεσ ωιτηιν α χερταιν γρουπ ηαϖε

το τακε πλαχε σιµυλτανεουσλψ, ωηιχη σηουλδ ρεστορε συσπενσε. Ηοωεϖερ, ιν ορδερ το

πρεϖεντ σανδβαγγινγ, τηε �ναλ µατχηεσ οφ εαχη τωο αδϕαχεντ γρουπσ ωηοσε βεστ

ανδ σεχονδ βεστ τεαµσ αρε σεεδεδ τογετηερ ωιτηιν τηε ρουνδ οφ σιξτεεν σηουλδ τακε

πλαχε ατ τηε σαµε τιµε. Τηισ ρεδεσιγν ωουλδ χοµε ατ α χοστ σινχε χυστοµερσ ωουλδ

λικε το ϖισιτ σεϖεραλ οφ τηεσε µατχηεσ ωηιχη ισ ονλψ ποσσιβλε ιφ τηε µατχηεσ προχεεδ

σεθυεντιαλλψ.

2 Τηε Μοδελ

Ι χονσιδερ α χοντεστ γαµε τηατ λαστσ τωο περιοδσ.3 Ιν τηε �ρστ περιοδ, τηερε ισ α

ηετερογενεουσ µατχη βετωεεν α πλαψερ ωιτη λοω αβιλιτψ αΛ ανδ α πλαψερ ωιτη ηιγη

αβιλιτψ αΗ (> αΛ). Λετ �α := αΗ � αΛ δενοτε τηε αβιλιτψ δι⁄ερενχε. Εαχη πλαψερ ι

(ι = Η;Λ) εξερτσ νον−νεγατιϖε ε⁄ορτ ει το ιν�υενχε ηισ σχορε φυνχτιον

ξι (ει) = η (ει) + αι + ∀ι (1)

ωιτη η βεινγ µονοτονιχαλλψ ινχρεασινγ ανδ χονχαϖε ανδ ∀ι δεσχριβινγ ρανδοµ νοισε.

Φολλοωινγ τηε σεµιναλ παπερ βψ Λαζεαρ ανδ Ροσεν (1981), Ι ασσυµε τηατ ∀Η ανδ ∀Λ

αρε στοχηαστιχαλλψ ινδεπενδεντ ανδ ιδεντιχαλλψ διστριβυτεδ (ι.ι.δ.). Τηε χυµυλατιϖε

διστριβυτιον φυνχτιον οφ ∀Η � ∀Λ ισ δενοτεδ βψ Γ ανδ τηε χορρεσπονδινγ δενσιτψ βψ

γ. Λετ γ βε υνιµοδαλ ανδ σψµµετριχ αβουτ ζερο.4 Εξερτινγ ε⁄ορτ ει λεαδσ το χοστ

χ (ει) φορ πλαψερ ι ωιτη χ (0) = χ
0 (0) = 0 ανδ χ0 (ει) ; χ

00 (ει) > 0 φορ ει > 0. Πλαψερ

Η (Λ) ισ δεχλαρεδ χοντεστ ωιννερ ιφ ξΗ (εΗ) > ξΛ (εΛ) (ξΗ (εΗ) < ξΛ (εΛ)). Τηε

χοντεστ ωιννερ ρεχειϖεσ ινχοµε Ψ > 0, ωηερεασ τηε λοσερ γετσ ζερο.

Ιν τηε σεχονδ περιοδ, τηε τωο πλαψερσ Η ανδ Λ αρε ασσιγνεδ το τωο δι⁄ερεντ

χοντεστσ � δεπενδινγ ον τηε ουτχοµε οφ τηε �ρστ−περιοδ χοντεστ. Τηε ωιννερ οφ

τηε �ρστ−περιοδ χοντεστ παρτιχιπατεσ ιν τηε µαϕορ χοντεστ Μ ωηερε ηε ισ ρανδοµλψ

µατχηεδ ωιτη ανοτηερ πλαψερ. Τηισ οππονεντ ηασ αβιλιτψ αΗ ωιτη προβαβιλιτψ πΜ 2

3Τηε γαµε ισ βασεδ ον τηε δι⁄ερενχε−φορµ χοντεστ−συχχεσσ φυνχτιον υσεδ, ε.γ., βψ Λαζεαρ ανδ
Ροσεν (1981), ∆ιξιτ (1987), Βαικ (1998), Χηε ανδ Γαλε (2000).

4Ε.γ., ιφ ∀Η ανδ ∀Λ αρε νορµαλλψ (υνιφορµλψ) διστριβυτεδ, τηε χονϖολυτιον γ ωιλλ βε νορµαλ
(τριανγυλαρ). Ιφ ∀Η ανδ ∀Λ αρε εξπονεντιαλ, γ φολλοωσ α Λαπλαχε διστριβυτιον.
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(0; 1) ανδ αβιλιτψ αΛ ωιτη προβαβιλιτψ 1� πΜ . Αφτερ ηαϖινγ εντερεδ χοντεστ Μ βυτ

βεφορε χηοοσινγ ε⁄ορτσ, βοτη πλαψερσ οβσερϖε ινδιϖιδυαλ αβιλιτιεσ. Τηε τωο πλαψερσ

ηαϖε τηε σαµε σχορε φυνχτιον (1) ασ ιν τηε �ρστ−περιοδ χοντεστ. Τηε χοντεστ ωιννερ

(ι.ε., τηε πλαψερ ωιτη τηε ηιγηερ σχορε) εαρνσ ινχοµε ΨΜ = � � Ψ ωιτη � > 1, ανδ

τηε λοσερ γετσ ζερο.

Τηε λοσερ οφ τηε �ρστ−περιοδ χοντεστ ισ ασσιγνεδ το α χονσολατιον χοντεστ Χ.

Ηερε, ηε µεετσ αν οππονεντ οφ αβιλιτψ αΗ ωιτη προβαβιλιτψ πΧ 2 (0; 1) ανδ αν

οππονεντ οφ αβιλιτψ αΛ ωιτη προβαβιλιτψ 1� πΧ . Αναλογουσλψ το τηε µαϕορ χοντεστ,

ινδιϖιδυαλ αβιλιτιεσ βεχοµε χοµµον κνοωλεδγε βεφορε βοτη πλαψερσ εξερτ ε⁄ορτσ,

εαχη οφ τηε τωο πλαψερσ ηασ τηε σαµε σχορε φυνχτιον (1), ανδ τηε πλαψερ ωιτη τηε

ηιγηερ σχορε ισ δεχλαρεδ χοντεστ ωιννερ. Τηισ πλαψερ γετσ ινχοµε ΨΧ = � � Ψ ωιτη

� < �, ωηερεασ τηε λοσερ οφ χοντεστ Χ εαρνσ ζερο.

Φιναλλψ, λετ αλλ πλαψερσ ηαϖε ζερο ρεσερϖατιον ϖαλυεσ ιν βοτη περιοδσ, ωηιχη γυαρ−

αντεεσ παρτιχιπατιον ιν εαχη χοντεστ. Τηε γαµε ισ σολϖεδ βψ βαχκωαρδ ινδυχτιον,

σταρτινγ ωιτη τηε σεχονδ−περιοδ χοντεστσ Μ ανδ Χ. Τηε µαιν χονχερν ισ ωιτη τηε

πλαψερσ� εθυιλιβριυµ ε⁄ορτσ (ε�Η ; ε
�
Λ) ιν τηε �ρστ−περιοδ χοντεστ. Σινχε ωιτηουτ τηε

εξιστενχε οφ σεχονδ−περιοδ χοντεστσ βοτη πλαψερσ ωουλδ εξερτ ιδεντιχαλ ε⁄ορτσ ιν πε−

ριοδ ονε,5 τηε εθυιλιβριυµ (ε�Η ; ε
�
Λ) ωιλλ βε χαλλεδ α σανδβαγγινγ εθυιλιβριυµ, ιφ τηε

ηιγη−αβιλιτψ πλαψερ εξερτσ λεσσ ε⁄ορτ τηαν ηισ λοω−αβιλιτψ οππονεντ (ι.ε., ε�Η < ε
�
Λ).

3 Σολυτιον το τηε Γαµε

Ιν τηε σεχονδ περιοδ, τωο πλαψερσ (τηε �ρστ−ρουνδ ωιννερ ανδ α ρανδοµλψ µατχηεδ

οππονεντ) µεετ ιν τηε µαϕορ χοντεστ ανδ τωο πλαψερσ (τηε �ρστ−ρουνδ λοσερ ανδ α

ρανδοµλψ µατχηεδ οππονεντ) ηαϖε το παρτιχιπατε ιν τηε χονσολατιον µατχη. Χον−

σιδερ ειτηερ οφ τηεσε τωο χοντεστσ � 2 φΧ;Μγ ωιτη παρτιχιπαντσ ι ανδ ϕ ηαϖινγ

ταλεντσ αι ανδ αϕ (ι; ϕ 2 φΗ;Λγ) χοµπετινγ φορ πριζε Ψ� 2 φΨΧ ; ΨΜγ βψ χηοοσινγ

ε⁄ορτσ ει ανδ εϕ, ρεσπεχτιϖελψ. Λετ ΕΥ
�
ιϕ (ΕΥ

�
ϕι) δενοτε τηε σεχονδ−ρουνδ εξπεχτεδ

5Τηισ χλαιµ χαν βε ιµµεδιατελψ χηεχκεδ βψ τηε σολυτιον οφ τηε σεχονδ−περιοδ χοντεστσ, βεχαυσε
τηε γαµε ενδσ αφτερ τηεσε χοντεστσ.
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υτιλιτψ οφ πλαψερ ι (ϕ) φροµ χοµπετινγ αγαινστ οππονεντ ϕ (ι) ιν χοντεστ � 2 φΧ;Μγ:

ΕΥ�ιϕ = Ψ� �Γ (η (ει) + αι � η (εϕ)� αϕ)� χ (ει)

ανδ ΕΥ�ϕι = Ψ� � [1�Γ (η (ει) + αι � η (εϕ)� αϕ)]� χ (εϕ) :

Ι ασσυµε τηατ αν εθυιλιβριυµ ιν πυρε στρατεγιεσ εξιστσ ανδ τηατ ιτ ισ χηαραχτεριζεδ

βψ τηε �ρστ−ορδερ χονδιτιονσ6

Ψ�γ (η (ει) + αι � η (εϕ)� αϕ) =
χ0 (ει)

η0 (ει)
=
χ0 (εϕ)

η0 (εϕ)
:

Τηυσ, ιφ α πυρε−στρατεγψ εθυιλιβριυµ εξιστσ, ιτ ωιλλ βε υνιθυε ανδ σψµµετριχ ωιτη

βοτη πλαψερσ χηοοσινγ ε⁄ορτ λεϖελ 	(Ψ�γ (αι � αϕ)) ωηερε 	 δενοτεσ τηε (µονοτονι−

χαλλψ ινχρεασινγ) ινϖερσε οφ χ0=η0. Νοτε τηατ, ιν εθυιλιβριυµ, α πλαψερ ηασ ε⁄ορτ χοστσ

χ (	 (Ψ�γ (0))) ωηεν χοµπετινγ ιν α ηοµογενεουσ µατχη ανδ χ (	 (Ψ�γ (�α))) ωηεν

χοµπετινγ ιν α ηετερογενεουσ µατχη. Λετ

�Χ� := χ (	 (Ψ�γ (0)))� χ (	 (Ψ�γ (�α))) > 0

δενοτε α πλαψερ�σ αδδιτιοναλ εθυιλιβριυµ ε⁄ορτ χοστσ ιν χοντεστ � φροµ βεινγ µατχηεδ

ωιτη αν εθυαλλψ στρονγ οππονεντ ινστεαδ οφ α ωεακερ ορ στρονγερ οππονεντ, ωηερε

�Χ� > 0 φολλοωσ φροµ τηε υνιµοδαλιτψ οφ γ.

Ιν τηε �ρστ−περιοδ χοντεστ, βοτη πλαψερσ Η ανδ Λ αντιχιπατε τηε ποσσιβλε ουτ−

χοµεσ ιν τηε σεχονδ περιοδ ωηεν χηοοσινγ οπτιµαλ ε⁄ορτσ. Λετ ΕΥ��ιϕ δενοτε τηε

εθυιλιβριυµ εξπεχτεδ υτιλιτψ οφ πλαψερ ι φροµ χοµπετινγ αγαινστ πλαψερ ϕ ιν σεχονδ−

περιοδ χοντεστ �. Τηεν, πλαψερ Η µαξιµιζεσ

�
Ψ + πΜ � ΕΥ

Μ�
ΗΗ + (1� πΜ) � ΕΥ

Μ�
ΗΛ

�
�Γ (η (εΗ) + �α� η (εΛ))

+
�
πΧ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ + (1� πΧ) � ΕΥ

Χ�
ΗΛ

�
� [1�Γ (η (εΗ) + �α� η (εΛ))]� χ (εΗ)

6Τηε προβλεµ τηατ τηε εξιστενχε οφ πυρε−στρατεγψ εθυιλιβρια χαννοτ βε γυαραντεεδ ιν γενεραλ
ισ ωελλ−κνοων ιν τηε χοντεστ λιτερατυρε; σεε, ε.γ., Λαζεαρ ανδ Ροσεν (1981), π. 845, ανδ Ναλεβυ⁄
ανδ Στιγλιτζ (1983), π. 29. Ινστεαδ οφ υσινγ α χερταιν σπεχι�χατιον φορ φ , χ ανδ γ σο τηατ αν
εξιστενχε χονδιτιον χαν βε �ξεδ, Ι φολλοω τηε υσυαλ προχεδυρε βψ ασσυµινγ εξιστενχε οφ πυρε−
στρατεγψ εθυιλιβρια ανδ τηεν δεσχριβινγ τηειρ χηαραχτεριστιχσ.
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ανδ πλαψερ Λ

�
Ψ + πΜ � ΕΥ

Μ�
ΛΗ + (1� πΜ) � ΕΥ

Μ�
ΛΛ

�
� [1�Γ (η (εΗ) + �α� η (εΛ))]

+
�
πΧ � ΕΥ

Χ�
ΛΗ + (1� πΧ) � ΕΥ

Χ�
ΛΛ

�
�Γ (η (εΗ) + �α� η (εΛ))� χ (εΛ) ;

ψιελδινγ τηε φολλοωινγ ρεσυλτ:

Προποσιτιον 1 Ιν τηε �ρστ−περιοδ χοντεστ, α πυρε−στρατεγψ εθυιλιβριυµ ωιλλ βε α

σανδβαγγινγ εθυιλιβριυµ (ε�Η ; ε
�
Λ) ωιτη ε

�
Η < ε

�
Λ, ιφ ανδ ονλψ ιφ

(1� 2πΧ)�ΧΧ + (2πΜ � 1)�ΧΜ >

�
Γ (�α)�

1

2

�
(�� �)Ψ: (2)

Προοφ. Σεε Αππενδιξ.

Τηε ριγητ−ηανδ σιδε οφ χονδιτιον (2) ισ στριχτλψ ποσιτιϖε. Ιτ δεσχριβεσ πλαψερ Η�σ

ωορστ−χασε οππορτυνιτψ χοστσ φροµ σανδβαγγινγ. Ιφ σανδβαγγινγ ισ συχχεσσφυλ ανδ

πλαψερ Η ισ ασσιγνεδ το χοντεστ Χ ινστεαδ οφ χοντεστ Μ , τηε ωορστ τηινγ τηατ χαν

ηαππεν ισ το µεετ ανοτηερ αΗ−πλαψερ ιν χοντεστ Χ ωηερεασ πλαψερ Λ ισ µατχηεδ

ωιτη ανοτηερ αΛ−πλαψερ ιν χοντεστ Μ . Νοω, πλαψερ Η ωουλδ δεεπλψ ρεγρετ νοτ το

βε ασσιγνεδ το χοντεστ Μ , βεχαυσε σωιτχηινγ το χοντεστ Μ ιν τηισ σιτυατιον ωουλδ

ινχρεασε ηισ ωιννινγ προβαβιλιτψ βψ Γ (�α)� 1

2
ανδ τηε ωιννερ πριζε βψ (�� �)Ψ .

Τηε λεφτ−ηανδ σιδε οφ χονδιτιον (2) µαψ βε ποσιτιϖε ορ νεγατιϖε. Ιτ ισ νεγατιϖε

ιφ πΧ > 1=2 ανδ πΜ < 1=2, ωηιχη µακεσ (2) ιµποσσιβλε το βε σατισ�εδ. Τηε

ιντυιτιον φορ τηισ �νδινγ ισ χλεαρ, βεχαυσε τηε εξχλυσιϖε αιµ οφ σανδβαγγινγ ισ το

αϖοιδ ανοτηερ αΗ−πλαψερ. Ιφ, ον τηε χοντραρψ, πΧ = 0 ανδ πΜ = 1 τηεν σανδβαγγινγ

χαν βε θυιτε αττραχτιϖε φορ Η, σινχε ηε ωουλδ αϖοιδ (µεετ) ανοτηερ αΗ−πλαψερ φορ

συρε βψ εντερινγ χοντεστ Χ (χοντεστ Μ). Ιν τηατ χασε, πλαψερ Η ρεαλιζεσ γαινσ

φροµ σανδβαγγινγ ιν φορµ οφ σαϖεδ ε⁄ορτ χοστσ � ηε διρεχτλψ ρεαλιζεσ α ρελατιϖε χοστ

αδϖανταγε �ΧΧ φροµ βεινγ µατχηεδ ωιτη αν αΛ−πλαψερ ιν χοντεστ Χ ανδ ινδιρεχτλψ

γαινσ χοστ σαϖινγσ �ΧΜ φροµ νοτ βεινγ µατχηεδ ωιτη αν αΗ−πλαψερ ιν χοντεστ Μ .

Ιντερεστινγλψ, τηε ωιννερ πριζε οφ τηε �ρστ−περιοδ χοντεστ δοεσ νοτ πλαψ α ρολε

φορ τηε σανδβαγγινγ χονδιτιον (2). Ατ �ρστ σιγητ, τηισ οβσερϖατιον σεεµσ πυζζλινγ,

βεχαυσε νοτ ωιννινγ τηε �ρστ−περιοδ χοντεστ δυε το σανδβαγγινγ ισ διρεχτλψ ασσοχι−
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ατεδ ωιτη τηε λοσσ οφ τηισ ωιννερ πριζε. Ηοωεϖερ, τηε προοφ οφ Προποσιτιον 1 σηοωσ

τηατ τηε ωιννερ πριζε οφ τηε �ρστ−περιοδ χοντεστ ιν�υενχεσ τηε ε⁄ορτ χηοιχεσ οφ Η

ανδ Λ ιν τηε σαµε ωαψ σο τηατ τηισ ιν�υενχε χανχελσ ουτ ωηεν χοµπαρινγ ε�Η ανδ

ε�Λ.

Χονδιτιον (2) σηοωσ τηατ α συ′χιεντλψ ηιγη ωιννερ πριζε ιν τηε µαϕορ χοντεστ

(ι.ε., α λαργε ϖαλυε οφ �) δοεσ νοτ νεχεσσαριλψ ωορκ αγαινστ σανδβαγγινγ. Ον τηε ονε

ηανδ, α ηιγη ΨΜ µακεσ παρτιχιπατιον ιν τηε µαϕορ χοντεστ θυιτε αττραχτιϖε φορ πλαψερ

Η: τηε ριγητ−ηανδ σιδε οφ (2) ινχρεασεσ ιν �, ωηιχη ωορκσ αγαινστ σανδβαγγινγ.

Ον τηε οτηερ ηανδ, � αλσο ιν�υενχεσ �ΧΜ ον τηε λεφτ−ηανδ σιδε οφ (2) σο τηατ

τηε οϖεραλλ ε⁄εχτ οφ � ισ νοτ χλεαρ. Τηε ιν�υενχε οφ τηε αβιλιτψ δι⁄ερενχε �α ισ

αµβιγυουσ, τοο. Τηε ηιγηερ �α τηε λαργερ αρε τηε εξπεχτεδ οππορτυνιτψ χοστσ οφ

σανδβαγγινγ (ϖια Γ (�α)). Ηοωεϖερ, σαϖεδ ε⁄ορτ χοστσ φροµ αϖοιδινγ α µατχη ωιτη

ανοτηερ αΗ−πλαψερ αλσο ινχρεασε ιν �α (ι.ε., ≅�Χ�=≅�α > 0, � = Χ;Μ , βψ τηε

υνιµοδαλιτψ οφ γ).

Ωε οβταιν χλεαρ−χυτ ρεσυλτσ φορ τηε ιν�υενχε οφ τηε προβαβιλιτιεσ πΧ ανδ πΜ , ασ

ηιγηλιγητεδ αβοϖε. Τηε ιµπαχτ οφ τηε σηαπε οφ τηε χοστ φυνχτιον χ ον τηε λεφτ−ηανδ

σιδε οφ (2) ισ τωοφολδ. Ον τηε ονε ηανδ, τηε στεεπερ τηε χοστ φυνχτιον, τηε λαργερ αρε

τηε χοστ σαϖινγσ φροµ σανδβαγγινγ, �Χ� (� = Χ;Μ), φορ γιϖεν εθυιλιβριυµ ε⁄ορτσ.

Ον τηε οτηερ ηανδ, τηε στεεπερ τηε χοστ φυνχτιον τηε �αττερ ισ 	, ανδ ηενχε τηε

σµαλλερ αρε τηε εθυιλιβριυµ ε⁄ορτσ ιν εαχη µατχη. Ιφ εθυιλιβριυµ ε⁄ορτ λεϖελσ αρε

ϖερψ σµαλλ ανψωαψ, τηε χοστ−σαϖινγ αδϖανταγε οφ σανδβαγγινγ ωιλλ βε νεγλιγιβλε.

Φορ α ωιδε ρανγε οφ χονϖεξ χοστ φυνχτιονσ, τηισ σεχονδ ε⁄εχτ δοµινατεσ τηε �ρστ

ε⁄εχτ. Λετ, φορ σιµπλιχιτψ, η (ει) = ει ανδ χ βελονγ το τηε φαµιλψ οφ χοστ φυνχτιονσ

χ (ει) = ⊥χ � εµι =µ ωιτη ⊥χ > 0 ανδ µ � 2. Τηεν, αχχορδινγ το (2), τηερε εξιστσ α

χυτ−ο⁄ ϖαλυε σο τηατ α σανδβαγγινγ εθυιλιβριυµ εξιστσ ιφ ανδ ονλψ ιφ ⊥χ ισ σµαλλερ

τηαν τηισ χυτ−ο⁄:

⊥χ <

�
γ (0)

µ

µ�1 � γ (�α)
µ

µ�1

�µ�1 η
(1� 2πΧ) �

µ

µ�1 + (2πΜ � 1)�
µ

µ�1

ιµ�1
Ψ

�
µ (�� �)

�
Γ (�α)� 1

2

��µ�1 :

Ιντυιτιϖελψ, ονλψ ιφ τηε χοστ φυνχτιον ισ νοτ τοο στεεπ, εθυιλιβριυµ ε⁄ορτ λεϖελσ ωιλλ

συ′χιεντλψ δι⁄ερ ιν ηοµογενεουσ ανδ ηετερογενεουσ µατχηεσ, ανδ τηε χοστ−σαϖινγ
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αδϖανταγε φορ πλαψερ Η φροµ αϖοιδινγ ανοτηερ ηιγη−αβιλιτψ πλαψερ ϖια σανδβαγγινγ

χαν βε συ′χιεντλψ λαργε.

4 Ενδογενουσ Ματχηινγ

Τηε χοµπαρατιϖε στατιχ ρεσυλτσ ηαϖε σηοων τηατ α χοντεστ δεσιγνερ ηασ σεϖεραλ

ποσσιβιλιτιεσ το ιν�υενχε σανδβαγγινγ βεηαϖιορ. Φολλοωινγ χονδιτιον (2), τηε µοστ

συχχεσσφυλ ωαψ το πρεϖεντ σανδβαγγινγ σεεµσ το βε αν αππροπριατε χηοιχε οφ πΧ

ανδ πΜ . Φορ εξαµπλε, τηε χοντεστ δεσιγνερ χουλδ χρεατε µαξιµαλ υνχερταιντψ

αβουτ τηε οππονεντσ� τψπεσ ιν χοντεστσ Χ ανδ Μ (ι.ε., χονδιτιον (2) χαννοτ βε

σατισ�εδ ιφ πΧ = πΜ = 1=2). Ηοωεϖερ, συχη πολιχψ ισ νοτ ποσσιβλε ιν σιτυατιονσ

ωιτη τωο σιµυλτανεουσ χοντεστσ ιν περιοδ ονε χοµβινεδ ωιτη τηε νατυραλ ρυλε τηατ

τηε �ρστ−περιοδ ωιννερσ αρε βοτη ασσιγνεδ το τηε µαϕορ χοντεστ Μ , ωηερεασ τηε

τωο �ρστ−περιοδ λοσερσ αρε µατχηεδ τογετηερ ιν τηε χονσολατιον χοντεστ Χ.7 Ιν τηατ

χασε, µατχηινγ ισ γενερατεδ ενδογενουσλψ, ωηιχη χαν λεαδ βαχκ το τηε προβλεµ οφ

σανδβαγγινγ.

Χονσιδερ συχη σιτυατιον ωιτη τωο ηετερογενεουσ �ρστ−περιοδ χοντεστσ Α ανδ Β

βετωεεν ονε αΗ−πλαψερ ανδ ονε αΛ−πλαψερ, ρεσπεχτιϖελψ. Λετ ειϕ δενοτε τηε ε⁄ορτ

χηοιχε οφ τηε αι−πλαψερ ιν χοντεστ ϕ (ι = Η;Λ; ϕ = Α;Β) ανδ �Γϕ := Γ(η (εΗϕ) +

�α� η (εΛϕ)) τηε ωιννινγ προβαβιλιτψ οφ τηε αΗ−πλαψερ ιν χοντεστ ϕ. Τηε οβϕεχτιϖε

φυνχτιον οφ τηε αΗ−πλαψερ ιν χοντεστ κ (κ = Α;Β; κ 6= ϕ) χαν βε ωριττεν ασ

�
Ψ + �Γϕ � ΕΥ

Μ�
ΗΗ +

�
1� �Γϕ

�
� ΕΥΜ�

ΗΛ

�
�Γ (η (εΗκ) + �α� η (εΛκ))

+
��
1� �Γϕ

�
� ΕΥΧ�ΗΗ +

�Γϕ � ΕΥ
Χ�
ΗΛ

�
� [1�Γ (η (εΗκ) + �α� η (εΛκ))]� χ (εΗκ)

ωηερεασ τηε αΛ−πλαψερ ιν χοντεστ κ µαξιµιζεσ

�
Ψ + �Γϕ � ΕΥ

Μ�
ΛΗ +

�
1� �Γϕ

�
� ΕΥΜ�

ΛΛ

�
� [1�Γ (η (εΗκ) + �α� η (εΛκ))]

+
��
1� �Γϕ

�
� ΕΥΧ�ΛΗ +

�Γϕ � ΕΥ
Χ�
ΛΛ

�
�Γ (η (εΗκ) + �α� η (εΛκ))� χ (εΛκ) :

7Τηισ σχεναριο χαπτυρεσ τηε χαρεερ−χοντεστ εξαµπλε φροµ τηε ιντροδυχτιον ασ ωελλ ασ τηε σπορτσ
χασεσ ωηερε α σανδβαγγερ ωαντσ το δεχρεασε ηισ αϖεραγε ρατινγ το σταρτ ιν τηε νεξτ χοντεστ ιν α
λοωερ χλασσ.
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Τηε τωο �ρστ−ορδερ χονδιτιονσ ρεαδ ασ φολλοωσ:

�
Ψ +

�
ΕΥΜ�

ΗΗ � ΕΥ
Χ�
ΗΛ

�
�Γϕ +

�
ΕΥΜ�

ΗΛ � ΕΥ
Χ�
ΗΗ

� �
1� �Γϕ

��
� �γκ =

χ0 (εΗκ)

η0 (εΗκ)
�
Ψ +

�
ΕΥΜ�

ΛΗ � ΕΥ
Χ�
ΛΛ

�
�Γϕ +

�
ΕΥΜ�

ΛΛ � ΕΥ
Χ�
ΛΗ

� �
1� �Γϕ

��
� �γκ =

χ0 (εΛκ)

η0 (εΛκ)

ωιτη �γκ := γ (η (εΗκ) + �α� η (εΛκ)). Ασ χ
0=η0 ισ α µονοτονιχαλλψ ινχρεασινγ φυνχ−

τιον, ιν α πυρε−στρατεγψ εθυιλιβριυµ ωε ωιλλ ηαϖε εΗκ < εΛκ ιφ ανδ ονλψ ιφ

Ψ +
�
ΕΥΜ�

ΗΗ � ΕΥ
Χ�
ΗΛ

�
�Γϕ +

�
ΕΥΜ�

ΗΛ � ΕΥ
Χ�
ΗΗ

� �
1� �Γϕ

�
<

Ψ +
�
ΕΥΜ�

ΛΗ � ΕΥ
Χ�
ΛΛ

�
�Γϕ +

�
ΕΥΜ�

ΛΛ � ΕΥ
Χ�
ΛΗ

� �
1� �Γϕ

�
;

ωηιχη � βψ ινσερτινγ φορ τηε σεχονδ−περιοδ εξπεχτεδ υτιλιτιεσ φροµ τηε προοφ οφ

Προποσιτιον 1 � χαν βε ρεωριττεν, σο τηατ ωε οβταιν τηε φολλοωινγ ρεσυλτ:

Προποσιτιον 2 Α πυρε−στρατεγψ εθυιλιβριυµ ιν χοντεστ κ (κ = Α;Β) ωιλλ εξηιβιτ

σανδβαγγινγ βψ τηε αΗ−πλαψερ (ι.ε., ε
�
Ηκ < ε

�
Λκ) ιφ ανδ ονλψ ιφ

�Γϕ >
1

2
+

�
Γ (�α)� 1

2

�
(�� �)Ψ

2 (�ΧΜ +�ΧΧ)
(ϕ = Α;Β; ϕ 6= κ): (3)

Προποσιτιον 2 σηοωσ τηατ αν εξτρεµε σανδβαγγινγ ρεσυλτ η (ε�ΛΑ) > η (ε
�
ΗΑ)+�α

ιν χοµβινατιον ωιτη η (ε�ΛΒ) > η (ε
�
ΗΒ) + �α ισ ιµποσσιβλε. Συπποσε τηατ

�Γϕ <
1

2
,

ι.ε., η (εΛϕ) > η (εΗϕ) + �α. Ιν τηισ σιτυατιον, τηε αλ−πλαψερ ισ µορε λικελψ το ωιν

τηαν τηε αη−πλαψερ ιν χοντεστ ϕ, βυτ τηε σαµε χαννοτ βε τρυε ιν χοντεστ κ, βεχαυσε

ηερε τηε αη−πλαψερ αλρεαδψ λεαδσ βψ �α ανδ, ιν αδδιτιον, χηοοσεσ µορε ε⁄ορτ τηαν

ηισ οππονεντ αχχορδινγ το (3). Τηυσ, ιτ ισ ιµποσσιβλε τηατ ιν βοτη �ρστ−περιοδ

χοντεστσ τηε τωο αλ−πλαψερσ ηαϖε ηιγηερ ωιννινγ προβαβιλιτιεσ τηαν τηειρ ρεσπεχτιϖε

οππονεντσ. Ιντυιτιϖελψ, ιφ αν αη−πλαψερ αντιχιπατεσ τηατ ιν τηε οτηερ χοντεστ τηε

λεσσ αβλε πλαψερ ηασ α ηιγηερ ωιννινγ προβαβιλιτψ τηαν τηε µορε αβλε ονε, φορ τηρεε

ρεασονσ ηε πρεφερσ το εντερ τηε µαϕορ χοντεστ ανδ, τηυσ, το ωιν τηε �ρστ ρουνδ.

Φιρστ, βψ ωιννινγ τηε �ρστ−περιοδ χοντεστ τηε αη−πλαψερ ωουλδ εαρν Ψ , ωηερεασ

λοσινγ ισ ασσοχιατεδ ωιτη ζερο �ρστ−περιοδ ινχοµε. Σεχονδ, τηε αη−πλαψερ ωαντσ το

αϖοιδ βεινγ µατχηεδ ωιτη τηε οτηερ αη−πλαψερ ιν τηε νεξτ ρουνδ, ωηιχη ωουλδ ιµπλψ
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ηιγη ε⁄ορτ χοστσ, δυε το τηε ηοµογενεουσ χοµπετιτιον, ανδ α ρατηερ λοω ωιννινγ

προβαβιλιτψ. Τηιρδ, ιν τηε µαϕορ χοντεστ ηε χαν ωιν �Ψ βυτ ιν τηε χονσολατιον

χοντεστ ονλψ �Ψ < �Ψ .

Τηε προποσιτιον αλσο ποιντσ το α νον−τριϖιαλ χοορδινατιον προβλεµ οφ τηε πλαψερσ

ιν περιοδ ονε. Χονδιτιον (3) σηοωσ τηατ ιφ ιν χοντεστ ϕ (ϕ = Α;Β) τηε ηιγη−αβιλιτψ

πλαψερ ηασ α ηιγη ωιννινγ προβαβιλιτψ, ιτ ωιλλ βε θυιτε αττραχτιϖε φορ τηε ηιγη−

αβιλιτψ πλαψερ ιν τηε οτηερ χοντεστ κ 6= ϕ το σανδβαγ. Ινεθυαλιτψ (3) ισ µορε εασιλψ

σατισ�εδ ιφ, φορ γιϖεν �Γϕ, τηε εξπρεσσιον
�
Γ (�α)� 1

2

�
(�� �)Ψ τακεσ σµαλλ ϖαλυεσ

ανδ �ΧΜ +�ΧΧ λαργε ϖαλυεσ.
8 Ιφ, φορ εξαµπλε, Ψ > 0 βυτ �! � βοτη αΗ−πλαψερσ

ωιλλ φαχε α σεριουσ χοορδινατιον προβλεµ σινχε ωιννινγ ειτηερ σεχονδ−περιοδ χοντεστ

ισ εθυαλλψ αττραχτιϖε. Νοω α µαϕορ αιµ οφ τηε αΗ−πλαψερσ ισ το αϖοιδ µεετινγ ονε

ανοτηερ ιν περιοδ τωο. Τηε χοορδινατιον προβλεµ ισ χοµπαραβλε το τηατ οφ τηε

βαττλε−οφ−τηε σεξεσ γαµε σινχε αχηιεϖινγ α ηετερογενεουσ µατχη ιν χοντεστ Μ ανδ

διρεχτλψ εαρνινγ �ρστ−περιοδ ινχοµε Ψ ισ µορε πρεφεραβλε φορ αν αΗ−πλαψερ τηαν

βεινγ µατχηεδ ωιτη αν αΛ−πλαψερ ιν χοντεστ Χ. Νοτε τηατ Προποσιτιον 2 δοεσ νοτ

ρυλε ουτ τηε ποσσιβιλιτψ τηατ εϖεν βοτη ηιγη−αβιλιτψ πλαψερσ σανδβαγ ιν περιοδ ονε.

Ιν παρτιχυλαρ, ιφ τηε ριγητ−ηανδ σιδε οφ χονδιτιον (3) ισ χλοσε το 1=2, τηε χονδιτιον

χαν βε σατισ�εδ φορ ε�Ηϕ < ε
�
Λϕ.

Ηοωεϖερ, εϖεν ιφ παραµετεριζεδ φυνχτιονσ αρε υσεδ το σπεχιφψ η, χ, ανδ Γ,

τηε χοµπλιχατεδ στρυχτυρε οφ τηε τωο σιµυλτανεουσ �ρστ−περιοδ χοντεστσ δοεσ νοτ

αλλοω φορ αν εξαχτ χοµπυτατιον οφ τηε εθυιλιβρια. Νοτε αλσο τηατ, ασιδε φροµ τηε

αΗ−πλαψερσ, αν αΛ−πλαψερ µαψ βε ιντερεστεδ ασ ωελλ το βε µατχηεδ ωιτη α ωεακ αΛ−

πλαψερ ινστεαδ οφ α στρονγ αΗ−πλαψερ ιν περιοδ τωο. Φορ τηεσε ρεασονσ, Ι ρεφερ το τηε

τραχταβλε χασε οφ βιναρψ ε⁄ορτσ το χηεχκ τηε ροβυστνεσσ οφ τηε πρεϖιουσ χονϕεχτυρεσ.

Ι δο νοτ χονσιδερ αλλ 24 = 16 ε⁄ορτ χοµβινατιονσ βυτ φοχυσ ον τηε τωο ποσσιβιλιτιεσ

οφ σανδβαγγινγ εθυιλιβρια σκετχηεδ ιν τηε παραγραπη βεφορε:9

Προποσιτιον 3 Συπποσε τηατ, ιν τηε �ρστ−περιοδ χοντεστσ, πλαψερσ χαν ονλψ δεχιδε

βετωεεν ε1 ανδ ε0 ωιτη η (ε1) := η1 > 0 =: η (ε0) ανδ χ (ε1) := χ1 > 0 =: χ (ε0).

8Τηε ιντυιτιον φορ τηισ �νδινγ ισ αναλογουσ το τηε ιντυιτιον φορ τηε �νδινγ οφ Προποσιτιον 1.
9Τηε προοφ ισ ρελεγατεδ το τηε ∀Αδδιτιοναλ µατεριαλ φορ τηε ρεφερεεσ∀.
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(α) Ιφ

Γ (�η1 +�α) �
1

2
+

�
Γ (�α)� 1

2

�
(�� �)Ψ

2 (�ΧΜ +�ΧΧ)
� Γ (η1 +�α) ;

τηερε εξιστ φεασιβλε παραµετερ χονστελλατιονσ λεαδινγ το µυλτιπλε σανδβαγγινγ εθυιλιβ−

ρια (ε�ΗΑ; ε
�
ΛΑ; ε

�
ΗΒ; ε

�
ΛΒ) = (ε0; ε1; ε1; ε0) ανδ (ε

�
ΗΑ; ε

�
ΛΑ; ε

�
ΗΒ; ε

�
ΛΒ) = (ε1; ε0; ε0; ε1).

(β) Ιφ

Γ (�η1 +�α) �
1

2
+

�
Γ (�α)� 1

2

�
(�� �)Ψ

2 (�ΧΧ +�ΧΜ)
;

τηερε εξιστ φεασιβλε ϖαλυεσ οφ χ1 σο τηατ βοτη αΗ−πλαψερσ σανδβαγ ιν εθυιλιβριυµ (ι.ε.,

(ε�ΗΑ; ε
�
ΛΑ; ε

�
ΗΒ; ε

�
ΛΒ) = (ε0; ε1; ε0; ε1)).

Τηε προποσιτιον χον�ρµσ τηατ ινδεεδ τηερε εξιστ φεασιβλε παραµετερ ϖαλυεσ λεαδ−

ινγ το α χοορδινατιον προβλεµ οφ τηε αΗ−πλαψερσ ιν περιοδ ονε. Ιν τηεσε χασεσ, τηε

ιµπαχτ οφ ηιγηερ ε⁄ορτ (ι.ε., η1) µυστ βε συ′χιεντλψ λαργε σο τηατ τηε πλαψερσ χαν εφ−

φεχτιϖελψ ιν�υενχε τηε ουτχοµε οφ τηε �ρστ−περιοδ χοντεστσ. Ιφ, ηοωεϖερ, τηε ιµπαχτ

οφ ηιγηερ ε⁄ορτ ισ δοµινατεδ βψ πλαψερ ηετερογενειτψ (ι.ε., �α > η1), εϖεν βοτη

αΗ−πλαψερσ µαψ πρεφερ το σανδβαγ ανδ ρεστ ον τηειρ λεαδ �α, ωηιλε βοτη αΛ−πλαψερσ

χηοοσε ηιγηερ ε⁄ορτ το ασσυρε τηεµσελϖεσ α συ′χιεντλψ ηιγη ωιννινγ προβαβιλιτψ.

Αππενδιξ: Προοφ οφ Προποσιτιον 1

Χοµπυτινγ τηε πλαψερσ� �ρστ−ορδερ χονδιτιονσ γιϖεσ

��
Ψ + πΜΕΥ

Μ�
ΗΗ + (1� πΜ)ΕΥ

Μ�
ΗΛ

�

�
�
πΧΕΥ

Χ�
ΗΗ + (1� πΧ)ΕΥ

Χ�
ΗΛ

��
η0 (εΗ) γ (η (εΗ) + �α� η (εΛ))

= χ0 (εΗ)

ανδ
��
Ψ + πΜΕΥ

Μ�
ΛΗ + (1� πΜ)ΕΥ

Μ�
ΛΛ

�

�
�
πΧΕΥ

Χ�
ΛΗ + (1� πΧ)ΕΥ

Χ�
ΛΛ

��
η0 (εΛ) γ (η (εΗ) + �α� η (εΛ))

= χ0 (εΛ) :
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Τηυσ, βοτη πλαψερσ ηαϖε τηε σαµε µαργιναλ χοστσ οφ εξερτινγ ε⁄ορτ, βυτ ποτεντιαλλψ

δι⁄ερεντ µαργιναλ ρετυρνσ, ασ ινδιχατεδ βψ τηε εξπρεσσιονσ ιν σθυαρε βραχκετσ.

Χοµπαρινγ τηεσε εξπρεσσιονσ σηοωσ τηατ πλαψερΗ ωιλλ χηοοσε λεσσ ε⁄ορτ τηαν πλαψερ

Λ ιν τηε �ρστ−περιοδ χοντεστ, ιφ

�
Ψ + πΜΕΥ

Μ�
ΗΗ + (1� πΜ)ΕΥ

Μ�
ΗΛ

�
�
�
πΧΕΥ

Χ�
ΗΗ + (1� πΧ)ΕΥ

Χ�
ΗΛ

�
<

�
Ψ + πΜΕΥ

Μ�
ΛΗ + (1� πΜ)ΕΥ

Μ�
ΛΛ

�
�
�
πΧΕΥ

Χ�
ΛΗ + (1� πΧ)ΕΥ

Χ�
ΛΛ

�
:

Ινσερτινγ φορ

ΕΥΜ�
ΗΗ = ΕΥΜ�

ΛΛ =
�Ψ

2
� χ (	 (�Ψ γ (0)))

ΕΥΜ�
ΗΛ = �Ψ �Γ (�α)� χ (	 (�Ψ γ (�α)))

ΕΥΧ�ΗΗ = ΕΥΧ�ΛΛ =
�Ψ

2
� χ (	 (�Ψ γ (0)))

ΕΥΧ�ΗΛ = �Ψ �Γ (�α)� χ (	 (�Ψ γ (�α)))

ΕΥΜ�
ΛΗ = �Ψ � [1�Γ (�α)]� χ (	 (�Ψ γ (�α)))

ΕΥΧ�ΛΗ = �Ψ � [1�Γ (�α)]� χ (	 (�Ψ γ (�α)))

ανδ ρεωριτινγ ψιελδσ χονδιτιον (2).
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Αδδιτιοναλ µατεριαλ φορ τηε ρεφερεεσ:

(α) Μυλτιπλε σανδβαγγινγ εθυιλιβρια:

Νοτε τηατ τηε σαµε χονδιτιονσ φορ (εΗΑ; εΛΑ; εΗΒ; εΛΒ) = (ε0; ε1; ε1; ε0) το βε αν

εθυιλιβριυµ µυστ αλσο ηολδ φορ αν εθυιλιβριυµ (εΗΑ; εΛΑ; εΗΒ; εΛΒ) = (ε1; ε0; ε0; ε1).

Τηερεφορε, ωε ηαϖε το χονσιδερ ονλψ ονε οφ τηεµ. Τηε εξπεχτεδ υτιλιτψ οφ τηε αΗ−

πλαψερ ιν χοντεστ Α υνδερ (εΗΑ; εΛΑ; εΗΒ; εΛΒ) = (ε0; ε1; ε1; ε0) ισ γιϖεν βψ

ΕΥΗΑ (ε0) =
�
Ψ + ΕΥΜ�

ΗΗΓ (η1 +�α) + ΕΥ
Μ�
ΗΛ [1�Γ (η1 +�α)]

�
Γ (�η1 +�α)

+
�
ΕΥΧ�ΗΗ [1�Γ (η1 +�α)] + ΕΥ

Χ�
ΗΛΓ (η1 +�α)

�
[1�Γ (�η1 +�α)]

=
�
Ψ + ΕΥΜ�

ΗΛ �
�
ΕΥΜ�

ΗΛ � ΕΥ
Μ�
ΗΗ

�
Γ (η1 +�α)

�
Γ (�η1 +�α)

+
�
ΕΥΧ�ΗΗ +

�
ΕΥΧ�ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ

�
Γ (η1 +�α)

�
[1�Γ (�η1 +�α)]

= [Ψ + ΕΥΜ�
ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΗΛ � ΕΥ
��
ΗΗ)Γ (η1 +�α)]Γ (�η1 +�α)

+ΕΥΧ�ΗΗ +
�
ΕΥΧ�ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ

�
Γ (η1 +�α) :

Ιφ τηισ πλαψερ δεϖιατεσ το εΗΑ = ε1 ηισ παψο⁄ σωιτχηεσ το

ΕΥΗΑ (ε1) = [Ψ + ΕΥ
Μ�
ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΗΛ � ΕΥ
��
ΗΗ)Γ (η1 +�α)]Γ (�α)

+ΕΥΧ�ΗΗ +
�
ΕΥΧ�ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ

�
Γ (η1 +�α)� χ1:

Ηενχε, ηε ωιλλ νοτ δεϖιατε ιφ

χ1 � 
ΗΑ � [Γ (�α)�Γ (�η1 +�α)] (4)

ωιτη 
ΗΑ := [Ψ + ΕΥ
Μ�
ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΗΛ � ΕΥ
��
ΗΗ)Γ (η1 +�α)].

Υνδερ (εΗΑ; εΛΑ; εΗΒ; εΛΒ) = (ε0; ε1; ε1; ε0) τηε αΛ−πλαψερ ιν χοντεστ Α οβταινσ

ΕΥΛΑ (ε1) = [Ψ + ΕΥ
Μ�
ΛΗΓ (η1 +�α)

+ ΕΥΜ�
ΛΛ (1�Γ (η1 +�α))] (1�Γ (�η1 +�α))

+
�
ΕΥΧ�ΛΗ (1�Γ (η1 +�α)) + ΕΥ

Χ�
ΛΛΓ (η1 +�α)

�
Γ (�η1 +�α)� χ1

16



= Ψ + ΕΥΜ�
ΛΛ �

�
ΕΥΜ�

ΛΛ � ΕΥ
Μ�
ΛΗ

�
Γ (η1 +�α)� χ1

+[ΕΥΧ�ΛΗ � ΕΥ
Μ�
ΛΛ � Ψ +

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΛΛ � ΕΥ
��
ΛΗ)Γ (η1 +�α)]Γ (�η1 +�α) :

∆εϖιατιον το εΛΑ = ε0 λεαδσ το

ΕΥΛΑ (ε0) = Ψ + ΕΥ
Μ�
ΛΛ �

�
ΕΥΜ�

ΛΛ � ΕΥ
Μ�
ΛΗ

�
Γ (η1 +�α)

+[ΕΥΧ�ΛΗ � ΕΥ
Μ�
ΛΛ � Ψ +

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΛΛ � ΕΥ
��
ΛΗ)Γ (η1 +�α)]Γ (�α) :

Τηε αΛ−πλαψερ ωιλλ νοτ δεϖιατε ιφ

χ1 � 
ΛΑ � [Γ (�α)�Γ (�η1 +�α)] (5)

ωιτη 
ΛΑ := [Ψ + ΕΥ
Μ�
ΛΛ � ΕΥ

Χ�
ΛΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΛΛ � ΕΥ
��
ΛΗ)Γ (η1 +�α)].

Χονδιτιονσ (4) ανδ (5) σηοω τηατ φορ αν εθυιλιβριυµ (ε0; ε1; ε1; ε0) ωε µυστ ηαϖε


ΗΑ � [Γ (�α)�Γ (�η1 +�α)] � χ1 � 
ΛΑ � [Γ (�α)�Γ (�η1 +�α)] : (6)

Α νον−εµπτψ ιντερϖαλ φορ φεασιβλε ϖαλυεσ οφ χ1 ισ γυαραντεεδ, ιφ


ΗΑ < 
ΛΑ ,

ΕΥΜ�
ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΗΛ � ΕΥ
��
ΗΗ)Γ (η1 +�α) �

ΕΥΜ�
ΛΛ � ΕΥ

Χ�
ΛΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΛΛ � ΕΥ
��
ΛΗ)Γ (η1 +�α) : (7)

Ινσερτινγ φορ τηε σεχονδ−περιοδ εξπεχτεδ υτιλιτιεσ φροµ τηε προοφ οφ Προποσιτιον 1

ψιελδσ

Γ (η1 +�α) �
1

2
+

�
Γ (�α)� 1

2

�
(�� �)Ψ

2 (�ΧΧ +�ΧΜ)
: (8)

Νεξτ, ωε ηαϖε το ενσυρε τηατ τηε πλαψερσ ιν χοντεστ Β δο νοτ ωαντ το δεϖιατε

φροµ (εΗΑ; εΛΑ; εΗΒ; εΛΒ) = (ε0; ε1; ε1; ε0) ειτηερ. Τηε παψο⁄ οφ τηε αΗ−πλαψερ ιν

17



χοντεστ Β υνδερ (ε0; ε1; ε1; ε0) ισ γιϖεν βψ

ΕΥΗΒ (ε1) =
�
Ψ + ΕΥΜ�

ΗΗΓ (�η1 +�α) + ΕΥ
Μ�
ΗΛ (1�Γ (�η1 +�α))

�
Γ (η1 +�α)

+
�
ΕΥΧ�ΗΗ (1�Γ (�η1 +�α)) + ΕΥ

Χ�
ΗΛΓ (�η1 +�α)

�
(1�Γ (η1 +�α))� χ1

= [Ψ + ΕΥΜ�
ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΗΛ � ΕΥ
��
ΗΗ)Γ (�η1 +�α)]Γ (η1 +�α)

+
�
ΕΥΧ�ΗΗ (1�Γ (�η1 +�α)) + ΕΥ

Χ�
ΗΛΓ (�η1 +�α)

�
� χ1:

Ιφ τηε πλαψερ δεϖιατεσ ηε ωιλλ ρεαλιζε

ΕΥΗΒ (ε0) = [Ψ + ΕΥ
Μ�
ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΗΛ � ΕΥ
��
ΗΗ)Γ (�η1 +�α)]Γ (�α)

+
�
ΕΥΧ�ΗΗ (1�Γ (�η1 +�α)) + ΕΥ

Χ�
ΗΛΓ (�η1 +�α)

�
:

Ηε ωιλλ νοτ δεϖιατε ιφ

χ1 � 
ΗΒ � [Γ (η1 +�α)�Γ (�α)] (9)

ωιτη 
ΗΒ := [Ψ + ΕΥ
Μ�
ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΗΛ � ΕΥ
��
ΗΗ)Γ (�η1 +�α)].

Τηε εξπεχτεδ υτιλιτψ οφ τηε αΛ−πλαψερ ιν χοντεστ Β υνδερ (εΗΑ; εΛΑ; εΗΒ; εΛΒ) =

(ε0; ε1; ε1; ε0) ισ δεσχριβεδ βψ

ΕΥΛΒ (ε0) = Ψ + ΕΥ
Μ�
ΛΗΓ (�η1 +�α) + ΕΥ

Μ�
ΛΛ (1�Γ (�η1 +�α))

+[ΕΥΧ�ΛΗ � ΕΥ
Μ�
ΛΛ � Ψ +

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΛΛ � ΕΥ
��
ΛΗ)Γ (�η1 +�α)]Γ (η1 +�α) :

Ιφ τηε πλαψερ δεϖιατεσ το εΛΒ = ε1 ηε οβταινσ

ΕΥΛΒ (ε1) = Ψ + ΕΥ
Μ�
ΛΗΓ (�η1 +�α) + ΕΥ

Μ�
ΛΛ (1�Γ (�η1 +�α))� χ1

+[ΕΥΧ�ΛΗ � ΕΥ
Μ�
ΛΛ � Ψ +

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΛΛ � ΕΥ
��
ΛΗ)Γ (�η1 +�α)]Γ (�α) :
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∆εϖιατιον ισ νοτ προ�ταβλε ιφ

χ1 � 
ΛΒ � [Γ (η1 +�α)�Γ (�α)] (10)

ωιτη 
ΛΒ := [Ψ + ΕΥ
Μ�
ΛΛ � ΕΥ

Χ�
ΛΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΛΛ � ΕΥ
��
ΛΗ)Γ (�η1 +�α)].

Αχχορδινγ το χονδιτιονσ (9) ανδ (10), αν εθυιλιβριυµ (ε�ΗΑ; ε
�
ΛΑ; ε

�
ΗΒ; ε

�
ΛΒ) = (ε0; ε1; ε1; ε0)

ρεθυιρεσ


ΛΒ � [Γ (η1 +�α)�Γ (�α)] � χ1 � 
ΗΒ � [Γ (η1 +�α)�Γ (�α)] : (11)

Τηυσ, ωε µυστ ηαϖε τηατ


ΛΒ < 
ΗΒ ,

ΕΥΜ�
ΛΛ � ΕΥ

Χ�
ΛΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΛΛ � ΕΥ
��
ΛΗ)Γ (�η1 +�α) �

ΕΥΜ�
ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΗΛ � ΕΥ
��
ΗΗ)Γ (�η1 +�α) : (12)

Χοµπαρισον ωιτη (7) ιµµεδιατελψ σηοωσ τηατ (12) ισ εθυιϖαλεντ το

Γ (�η1 +�α) �
1

2
+

�
Γ (�α)� 1

2

�
(�� �)Ψ

2 (�ΧΧ +�ΧΜ)
: (13)

Χοµβινινγ (8) ωιτη (13) γιϖεσ

Γ (�η1 +�α) �
1

2
+

�
Γ (�α)� 1

2

�
(�� �)Ψ

2 (�ΧΜ +�ΧΧ)
� Γ (η1 +�α) ; (14)

ωηιχη ισ σατισ�εδ ασ λονγ ασ
�
Γ (�α)� 1

2

�
(�� �)Ψ < �ΧΜ + �ΧΧ ανδ η1 ισ

συ′χιεντλψ λαργε.

Ρεχαλλ τηατ (14) ονλψ γυαραντεεσ τηατ 
ΗΑ < 
ΛΑ ανδ 
ΛΒ < 
ΗΒ. Ηοωεϖερ,

ωε µυστ στιλλ ενσυρε τηατ χονδιτιονσ (6) ανδ (11) ηολδ φορ τηε σαµε ϖαλυεσ οφ χ1.

Τηυσ, τηε ιντερϖαλσ (
ΗΑ[Γ (�α)�Γ (�η1 +�α)];
ΛΑ[Γ (�α)�Γ (�η1 +�α)])

ανδ (
ΛΒ[Γ (η1 +�α)�Γ (�α)];
ΗΒ[Γ (η1 +�α)�Γ (�α)]) µυστ οϖερλαπ. Σινχε
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ΗΑ < 
ΗΒ ανδ 
ΛΑ < 
ΛΒ � ιµπλψινγ 
ΗΑ < 
ΛΑ < 
ΛΒ < 
ΗΒ � τηε προβα−

βιλιτψ µασσ Γ (�α) � Γ (�η1 +�α) µυστ βε συ′χιεντλψ λαργε ανδ Γ (η1 +�α) �

Γ (�α) συ′χιεντλψ σµαλλ το µακε τηε ιντερϖαλσ οϖερλαπ, ι.ε.,


ΛΑ[Γ (�α)�Γ (�η1 +�α)] > 
ΛΒ[Γ (η1 +�α)�Γ (�α)],
�
Ψ + ΕΥΜ�

ΛΛ � ΕΥ
Χ�
ΛΗ

�
([Γ (�α)�Γ (�η1 +�α)]� [Γ (η1 +�α)�Γ (�α)])

>
Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΛΛ � ΕΥ
��
ΛΗ)� (15)

φΓ (η1 +�α) [Γ (�α)�Γ (�η1 +�α)]�Γ (�η1 +�α) [Γ (η1 +�α)�Γ (�α)]γ :

Τηερε αρε σεϖεραλ ωαψσ το χονστρυχτ παραµετερ χονστελλατιονσ σο τηατ τηισ χονδιτιον

ηολδσ ωιτηουτ ϖιολατινγ (14). Συπποσε, φορ εξαµπλε, τηατ Γ ηασ α βουνδεδ συππορτ

ανδ �α ισ νεαρ τηε υππερ βουνδ σο τηατ Γ (�α) � 1 ανδ γ (�α) � 0 (ρεχαλλ τηατ

γ ηασ α υνιθυε µοδε ατ ζερο).10 Τηεν, χονδιτιον (15) βοιλσ δοων το

�
Ψ + ΕΥΜ�

ΛΛ � ΕΥ
Χ�
ΛΗ

�
([1�Γ (�η1 +�α)])

>
Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΛΛ � ΕΥ
��
ΛΗ) φ[1�Γ (�η1 +�α)]γ :

Ινσερτινγ φορ

�
Ψ + ΕΥΜ�

ΛΛ � ΕΥ
Χ�
ΛΗ

�
=

�
1 +

�

2
� � [1�Γ (�α)]

�
Ψ

� [χ (	 (�Ψ γ (0)))� χ (	 (�Ψ γ (�α)))]

�
�
1 +

�

2

�
Ψ � χ (	 (�Ψ γ (0)))

ανδ

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΛΛ � ΕΥ
��
ΛΗ) =

�
Γ (�α)�

1

2

�
(� + �)Ψ � (�ΧΜ +�ΧΧ)

�
(� + �)Ψ

2
� [χ (	 (�Ψ γ (0))) + χ (	 (�Ψ γ (0)))]

10Νοτε αλσο τηατ χονδιτιον (14) βεχοµεσ Γ (�η1 +�α) �
1
2 +

(���)Ψ
4(�ΧΜ+�ΧΧ)

� 1, ωηιχη χαν

στιλλ βε σατισ�εδ.
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ψιελδσ
(2� �)Ψ

2
> �χ (	 (�Ψ γ (0))) ;

ωηιχη ισ χλεαρλψ σατισ�εδ φορ � < 2. Το συµ υπ, τηερε εξιστ φεασιβλε παραµετερ

χονστελλατιονσ φορ ωηιχη µυλτιπλε εθυιλιβρια (ε�ΗΑ; ε
�
ΛΑ; ε

�
ΗΒ; ε

�
ΛΒ) = (ε0; ε1; ε1; ε0)

ανδ (ε�ΗΑ; ε
�
ΛΑ; ε

�
ΗΒ; ε

�
ΛΒ) = (ε1; ε0; ε0; ε1) εξιστ.

(β) Βοτη ηιγη−αβιλιτψ πλαψερσ σανδβαγ:

Τηε εξπεχτεδ υτιλιτψ οφ ειτηερ αΗ−πλαψερ ιν τηε τωο �ρστ−περιοδ χοντεστσ υνδερ

(εΗΑ; εΛΑ; εΗΒ; εΛΒ) = (ε0; ε1; ε0; ε1) ισ γιϖεν βψ

ΕΥΗ (ε0) = [Ψ + ΕΥ
Μ�
ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΗΛ � ΕΥ
��
ΗΗ)Γ (�η1 +�α)]Γ (�η1 +�α)

+ΕΥΧ�ΗΗ +
�
ΕΥΧ�ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ

�
Γ (�η1 +�α) :

Ιφ αν αΗ−πλαψερ δεϖιατεσ το ε1, ηε ωιλλ οβταιν

ΕΥΗ (ε1) = [Ψ + ΕΥ
Μ�
ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΗΛ � ΕΥ
��
ΗΗ)Γ (�η1 +�α)]Γ (�α)

+ΕΥΧ�ΗΗ +
�
ΕΥΧ�ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ

�
Γ (�η1 +�α)� χ1:

Τηυσ, δεϖιατιον δοεσ νοτ παψ ιφ

χ1 � [Ψ + ΕΥΜ�
ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΗΛ � ΕΥ
��
ΗΗ)Γ (�η1 +�α)]

� [Γ (�α)�Γ (�η1 +�α)] : (16)

Τηε εξπεχτεδ υτιλιτψ οφ ειτηερ αΛ−πλαψερ ιν τηε τωο �ρστ−περιοδ χοντεστσ υνδερ

(εΗΑ; εΛΑ; εΗΒ; εΛΒ) = (ε0; ε1; ε0; ε1) ισ δεσχριβεδ βψ

ΕΥΛ (ε1) = Ψ + ΕΥ
Μ�
ΛΛ �

�
ΕΥΜ�

ΛΛ � ΕΥ
Μ�
ΛΗ

�
Γ (�η1 +�α)� χ1

+[ΕΥΧ�ΛΗ � ΕΥ
Μ�
ΛΛ � Ψ +

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΛΛ � ΕΥ
��
ΛΗ)Γ (�η1 +�α)]Γ (�η1 +�α) :
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∆εϖιατιον το ε0, ψιελδινγ

ΕΥΛ (ε0) = Ψ + ΕΥ
Μ�
ΛΛ �

�
ΕΥΜ�

ΛΛ � ΕΥ
Μ�
ΛΗ

�
Γ (�η1 +�α)

+[ΕΥΧ�ΛΗ � ΕΥ
Μ�
ΛΛ � Ψ +

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΛΛ � ΕΥ
��
ΛΗ)Γ (�η1 +�α)]Γ (�α)

ισ νοτ προ�ταβλε ιφ

χ1 � [Ψ + ΕΥΜ�
ΛΛ � ΕΥ

Χ�
ΛΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΛΛ � ΕΥ
��
ΛΗ)Γ (�η1 +�α)]

� [Γ (�α)�Γ (�η1 +�α)] : (17)

Βοτη χονδιτιονσ (16) ανδ (17) τογετηερ ρεθυιρε τηατ11

ΕΥΜ�
ΗΛ � ΕΥ

Χ�
ΗΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΗΛ � ΕΥ
��
ΗΗ)Γ (�η1 +�α) �

ΕΥΜ�
ΛΛ � ΕΥ

Χ�
ΛΗ �

Ξ

�2φΜ;Χγ

(ΕΥ��ΛΛ � ΕΥ
��
ΛΗ)Γ (�η1 +�α),

Γ (�η1 +�α) �
1

2
+

�
Γ (�α)� 1

2

�
(�� �)Ψ

2 (�ΧΧ +�ΧΜ)
:

11Νοτε τηατ τηε �ναλ ινεθυαλιτψ αναλογουσλψ φολλοωσ φροµ (7) ανδ (8).
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