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Οπτιµαλ Σεεδινγσ ιν Ελιµινατιον
Τουρναµεντσ Ρεϖισιτεδ�

Ματτηιασ Κρκελψ

Αβστραχτ

Τηε παπερ αδδρεσσεσ τηε προβλεµ οφ οπτιµαλλψ µατχηινγ ηετερο−
γενεουσ πλαψερσ ιν α τωο−σταγε τωο−τψπε Λαζεαρ−Ροσεν τουρναµεντ ιν
ωηιχη τηε σεµι�ναλ λοσερσ αρε ελιµινατεδ. Τηε οργανιζερ οφ τηε τουρ−
ναµεντ χαν ειτηερ χηοοσε τωο ηοµογενεουσ σεµι�ναλσ � ονε βετωεεν
τωο στρονγ πλαψερσ ανδ τηε οτηερ ονε βετωεεν τωο ωεακ πλαψερσ � ορ
τωο ηετερογενεουσ σεµι�ναλσ, εαχη βετωεεν ονε στρονγ ανδ ονε ωεακ
πλαψερ. Ι ιδεντιφψ χονδιτιονσ υνδερ ωηιχη τηε οργανιζερ ισ στριχτλψ βετ−
τερ ο⁄ φροµ τωο ηοµογενεουσ σεµι�ναλσ ιφ ηε ωαντσ το µαξιµιζε τοταλ
εξπεχτεδ ε⁄ορτ ανδ τηε στρονγ πλαψερσ� ωιν προβαβιλιτψ. Τηισ �νδινγ ισ
χοντραρψ το βοτη τηε τψπιχαλ προχεδυρε υσεδ ιν ρεαλ σπορτινγ χοντεστσ
ανδ πρεϖιουσ ρεσυλτσ βασεδ ον αλλ−παψ αυχτιονσ ανδ τηε Τυλλοχκ χοντεστ.
Ηενχε, µψ �νδινγσ ποιντ ουτ τηατ τηε οπτιµαλ δεσιγν οφ ελιµινατιον
τουρναµεντσ χρυχιαλλψ δεπενδσ ον τηε υνδερλψινγ χοντεστ−συχχεσσ τεχη−
νολογψ.

Κεψ Ωορδσ: Λαζεαρ−Ροσεν τουρναµεντ, ηετερογενεουσ µατχη, ηοµο−
γενεουσ µατχη.
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1 Ιντροδυχτιον

Τηερε εξιστ µανψ σιτυατιονσ φροµ δι⁄ερεντ �ελδσ τηατ χαν βε βεστ δεσχριβεδ

βψ α ωιννερ−τακε−αλλ χοµπετιτιον. Φορ εξαµπλε, ιν σπορτινγ χοντεστσ ινδιϖιδ−

υαλ ατηλετεσ ορ τεαµσ χοµπετε φορ χηαµπιονσηιπ. Ιν ιντερναλ λαβορ µαρκετσ,

εµπλοψεεσ παρτιχιπατε ιν ϕοβ−προµοτιον τουρναµεντσ φορ α ϖαχαντ ποσιτιον ατ

α ηιγηερ τιερ οφ τηε χορπορατε ηιεραρχηψ. Ιν αδδιτιον, πολιτιχαλ χοντεστσ, λιτι−

γατιον χοντεστσ, ρεντ−σεεκινγ χοντεστσ, Ρ&∆ ραχεσ, τηε ραχε φορ τεχηνολογιχαλ

ορ φασηιον λεαδερσηιπ ιν χερταιν µαρκετσ, µιλιταρψ χον�ιχτσ, ανδ σονγ, βεαυτψ

ανδ χοοκινγ χοντεστσ αλσο ηαϖε τηε τψπιχαλ χηαραχτεριστιχσ οφ α ωιννερ−τακε−αλλ

χοµπετιτιον.

Ιν τηεσε σιτυατιονσ, τηε χοντεσταντσ δο νοτ νεχεσσαριλψ χοµπετε αγαινστ

εαχη οτηερ ιν α γρανδ χοντεστ. Ινστεαδ, τηεψ αρε οφτεν ινιτιαλλψ ασσιγνεδ

το σεϖεραλ συβ−χοντεστσ ωηοσε ωιννερσ αρε αλλοωεδ το χοντινυε ιν α ηιγηερ−

ορδερ τουρναµεντ, ωηερεασ τηε συβ−χοντεστ λοσερσ αρε ελιµινατεδ. Τηερε αρε

σεϖεραλ εξαµπλεσ φορ συχη ελιµινατιον τουρναµεντσ:1 Σπορτινγ χοντεστσ αρε

φρεθυεντλψ διϖιδεδ ιντο α γρουπ πηασε ανδ α συβσεθυεντ κνοχκ−ουτ πηασε,

ωηερε τηε γρουπ ωιννερσ µεετ ιν τηε ρουνδ οφ σιξτεεν. Τηερεαφτερ, τηε ρε−

σπεχτιϖε ωιννερσ αρε µατχηεδ ιν τηε θυαρτερ �ναλ ανδ σο ον. Ατ τηε ενδ,

τηε ωιννερ οφ τηε �ναλ ρεχειϖεσ τηε οϖεραλλ ωιννερ πριζε. Ανοτηερ εξαµπλε ισ

γιϖεν βψ ϕοβ−προµοτιον τουρναµεντσ. Ηερε, µαναγερσ τψπιχαλλψ ηαϖε το ωιν

συβορδινατε τουρναµεντσ (ε.γ., φορ βεχοµινγ σεχτιον ορ διϖισιον ηεαδ) βεφορε

τηεψ γετ τηε οππορτυνιτψ το χοµπετε φορ α τοπ ποσιτιον ατ τηειρ χορπορατιον�σ

ηεαδθυαρτερσ (ε.γ., τηε ΧΕΟ ποσιτιον).

Ιν τηισ παπερ, Ι αναλψζε ηοω αν οργανιζερ σηουλδ οπτιµαλλψ δεσιγν τηε

στρυχτυρε οφ συχη ελιµινατιον τουρναµεντσ. Ιν παρτιχυλαρ, τηε οργανιζερ ηασ

το δεχιδε ον τηε µατχηινγ οφ δι⁄ερεντ πλαψερ τψπεσ ιν τηε σινγλε συβ−χοντεστσ,

ωηιχη ισ χαλλεδ σεεδινγ (Γροη ετ αλ., φορτηχοµινγ). Τηε ανσωερ το τηε θυεσ−

τιον ον ωηατ ισ τηε οπτιµαλ σεεδινγ µαψ χρυχιαλλψ δεπενδ ον τηε οβϕεχτιϖε

φυνχτιον οφ τηε τουρναµεντ οργανιζερ. Ασ α σοµεηοω νατυραλ οβϕεχτιϖε φυνχ−

1Φορ τηεσε ανδ αδδιτιοναλ εξαµπλεσ, σεε τηε ιντροδυχτιον οφ Γροη ετ αλ. (φορτηχοµινγ)
ανδ Μολδοϖανυ ανδ Σελα (2006), π. 71.
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τιον, τηε τουρναµεντ οργανιζερ χαν βε ιντερεστεδ ιν µαξιµιζινγ πλαψερσ� τοταλ

εξπεχτεδ ε⁄ορτ φορ α γιϖεν ωιννερ πριζε.2 Ιν τηε χασε οφ α σπορτινγ χοντεστ,

τηε λοχαλ οργανιζερ οφ τηε σπορτσ εϖεντ µαψ βε φρεε το χηοοσε τηε στρυχτυρε οφ

τηε τουρναµεντ, βυτ τηε ωιννερ πριζε ισ δετερµινεδ βψ αν εξογενουσ σπονσορ

ορ τηε ρεσπεχτιϖε σπορτινγ ασσοχιατιον. Ιν τηατ χασε, µαξιµιζατιον οφ πλαψ−

ερσ� τοταλ ε⁄ορτ χαν βε ιντερπρετεδ ασ µαξιµιζινγ τηε εντερταινµεντ οφ τηε

αυδιενχε. Ιν τηε χασε οφ α ϕοβ−προµοτιον τουρναµεντ ωιτηιν ιντερναλ λαβορ

µαρκετσ, τηε �ρµ οωνερ µαψ βε πριµαριλψ ιντερεστεδ ιν µαξιµιζινγ ωορκερσ�

οϖεραλλ ε⁄ορτ φορ γιϖεν ωαγεσ βεινγ ατταχηεδ το ϕοβσ.

Τηε εξαµπλεσ οφ σπορτινγ χοντεστσ ανδ ϕοβ−προµοτιον τουρναµεντσ ινδι−

χατε α σεχονδ ποσσιβλε οβϕεχτιϖε οφ τηε τουρναµεντ οργανιζερ, ναµελψ τηε

µαξιµιζατιον οφ τηε τοπ πλαψερσ� ωιν προβαβιλιτψ.3 Α νατιοναλ σπορτινγ ασσο−

χιατιον χαν βε ϖερψ ιντερεστεδ ιν τηισ αιµ, ιφ τηε ωιννερ οφ α νατιοναλ χοντεστ

δοεσ νοτ ονλψ οβταιν α ωιννερ πριζε βυτ ισ αλσο θυαλι�εδ φορ αν ιντερνατιοναλ

τουρναµεντ. Ιν α ϕοβ−προµοτιον τουρναµεντ, τηε οωνερ οφ α �ρµ υσυαλλψ

πρεφερσ τηε µοστ αβλε εµπλοψεε το χλιµβ τηε λαδδερ το τηε τοπ. Συπποσε τηατ

τηε δεσιγν οφ τηε τουρναµεντ ωηιχη µαξιµιζεσ τοταλ εξπεχτεδ ε⁄ορτ, βεινγ

τηυσ οπτιµαλ φροµ αν ινχεντιϖε περσπεχτιϖε, ισ νοτ οπτιµαλ ωιτη ρεσπεχτ το σε−

λεχτινγ ηιγη−αβιλιτψ ινδιϖιδυαλσ φορ τοπ ποσιτιονσ. Ιν τηατ χασε, τηε �ρµ οωνερ

µαψ βε τεµπτεδ το βρεαχη τηε ρυλεσ οφ τηε τουρναµεντ βψ δεχλαρινγ α µορε

αβλε εµπλοψεε τηε τουρναµεντ ωιννερ αλτηουγη ανοτηερ εµπλοψεε ηασ περ−

φορµεδ βεστ. Ιφ τηε εµπλοψεεσ αντιχιπατε τηατ συχη οππορτυνιστιχ βεηαϖιορ οφ

τηε οωνερ ωιλλ ηαππεν ωιτη α ηιγη προβαβιλιτψ, ινχεντιϖεσ φροµ παρτιχιπατινγ

ιν α ϕοβ−προµοτιον τουρναµεντ ωιλλ βε ερασεδ. Αλτογετηερ, ιφ τηε ινχεντιϖε

αιµ ανδ τηε σελεχτιον αιµ λεαδ το δι⁄ερεντ σολυτιονσ το τηε δεσιγν προβλεµ,

τηε οργανιζερ µυστ χρεδιβλψ χοµµιτ ειτηερ το σινγλε ουτ ονε οφ τηε τωο αιµσ

ορ το δεχιδε αχχορδινγ το αν οπτιµαλ ωειγηινγ οφ τηε τωο αιµσ.

Ι χονσιδερ α φουρ−πλαψερ τωο−τψπε ελιµινατιον τουρναµεντ ανδ αδδρεσσ

2Σεε, ε.γ., Γραδστειν ανδ Κονραδ (1999), Μολδοϖανυ ανδ Σελα (2006), Χοηεν ανδ Σελα
(2007, 2008), Αοψαγι (2010), Μολδοϖανυ ετ αλ. (2007, φορτηχοµινγ), Γροη ετ αλ. (φορτη−
χοµινγ), Φρανκε ετ αλ. (φορτηχοµινγ) ανδ Φυ ανδ Λυ (φορτηχοµινγ).

3Σεε αλσο Ηχητλ. ετ αλ. (2011) ανδ Γροη ετ αλ. (φορτηχοµινγ).
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βοτη ποσσιβλε οβϕεχτιϖε φυνχτιονσ � µαξιµιζατιον οφ τοταλ εξπεχτεδ ε⁄ορτ ανδ

µαξιµιζατιον οφ τηε τοπ πλαψερσ� ωιν προβαβιλιτψ. Ιν τηισ σεττινγ, τηερε αρε τωο

σεµι�ναλσ ωηοσε ωιννερσ χοµπετε ιν τηε συβσεθυεντ �ναλ φορ α ωιννερ−τακε−

αλλ πριζε, ωηερεασ τηε σεµι�ναλ λοσερσ αρε ελιµινατεδ ανδ οβταιν νοτηινγ. Τωο

πλαψερσ ηαϖε α ηιγη τψπε (ι.ε., α ηιγη ϖαλυατιον οφ ωιννινγ) ανδ τωο πλαψερσ

ηαϖε α λοω τψπε (ι.ε., α λοω ϖαλυατιον οφ ωιννινγ), ωηιχη ιµπλιεσ τωο ποσσι−

βλε σεεδινγσ φορ τηε σεµι�ναλσ: Τηε τουρναµεντ οργανιζερ χαν ειτηερ χηοοσε

α ηοµογενεουσ σεεδινγ ορ α ηετερογενεουσ ονε. Ιν τηε φορµερ χασε (ηοµ),

τηε οργανιζερ µατχηεσ τηε τωο ηιγη τψπεσ ιν ονε σεµι�ναλ ανδ τηε τωο λοω

τψπεσ ιν τηε οτηερ σεµι�ναλ. Ιν τηε λαττερ χασε (ηετ), τηε οργανιζερ χηοοσεσ

τωο ιδεντιχαλ σεµι�ναλσ εαχη βετωεεν ονε ηιγη τψπε ανδ ονε λοω τψπε. Ι υσε

α Λαζεαρ−Ροσεν (1981) τψπε οφ τουρναµεντ φορ µοδελινγ τηε ωιννερ−τακε−αλλ

χοµπετιτιον.4 Μψ ρεσυλτσ σηοω τηατ ιτ χαν βε οπτιµαλ φορ τηε τουρναµεντ

οργανιζερ νοτ το µατχη λοω τψπεσ (∀υνδερδογσ∀) ανδ ηιγη τψπεσ (∀φαϖοριτεσ∀)

τογετηερ ιν τηε σαµε σεµι�ναλ, ωηιχη ισ τηε τψπιχαλ προχεδυρε υσεδ ιν ρεαλ

σπορτινγ χοντεστσ. Παρτιχυλαρλψ, ιφ νοισε ιν τηε τουρναµεντ ισ υνιφορµλψ δισ−

τριβυτεδ � ασ ιν τηε σεττινγ οφ Μεψερ (1991) � τηε δεσιγν ηοµ δοµινατεσ

τηε δεσιγν ηετ ιρρεσπεχτιϖε οφ ωηετηερ τηε οργανιζερ ωαντσ το µαξιµιζε τοταλ

εξπεχτεδ ε⁄ορτ ορ τηε τοπ πλαψερσ� ωιν προβαβιλιτψ. Τηυσ, τηερε ισ νο τραδε−ο⁄

βετωεεν τηε τωο αιµσ.

Τηε ιντυιτιον φορ µψ �νδινγ ισ τηε φολλοωινγ: ∆εσιγν ηοµ λεαδσ το βαλ−

ανχεδ χοµπετιτιον ιν βοτη σεµι�ναλσ, ωηιχη ισ βενε�χιαλ φορ τηε οργανιζερ

σινχε πλαψερσ� εθυιλιβριυµ ε⁄ορτσ αρε ηιγηερ τηε µορε βαλανχεδ τηε χοµπετι−

τιον.5 Μορεοϖερ, αλλ σεµι�ναλιστσ αντιχιπατε υνβαλανχεδ χοµπετιτιον ιν τηε

�ναλ φορ συρε, ιµπλψινγ λοω ε⁄ορτ χοστσ ιν τηε �ναλ ανδ, ηενχε, α ρατηερ

λαργε εξπεχτεδ υτιλιτψ φροµ παρτιχιπατινγ ιν τηε �ναλ. Τηισ σεχονδ ε⁄εχτ αλσο

βοοστσ οϖεραλλ ινχεντιϖεσ ιν τηε σεµι�ναλσ. Ιν αδδιτιον, τηε τωο ηιγη−τψπε ορ

τοπ πλαψερσ αλρεαδψ κνοω ιν τηε σεµι�ναλ τηατ, ιν χασε οφ ωιννινγ, τηεψ ωιλλ

βε µατχηεδ ωιτη α ωεακερ οππονεντ ιν τηε �ναλ. Τηυσ, τηειρ ωιν προβαβιλιτψ

4Τηε υνδερλψινγ ωιν τεχηνολογψ ηασ αλσο βεεν ρεφερρεδ το ασ δι⁄ερενχε−φορµ χοντεστ−
συχχεσσ φυνχτιον; σεε, ε.γ., ∆ιξιτ (1987), Βαικ (1998) ανδ Χηε ανδ Γαλε (2000).

5Σεε, ε.γ., Ροσεν (1986), ππ. 707−710.
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ιν τηε �ναλ ωιλλ βε θυιτε λαργε, σο τηατ εσπεχιαλλψ τηε ηιγη−τψπε πλαψερσ ηαϖε α

ϖερψ λαργε ινχεντιϖε το ωιν τηε σεµι�ναλ. Νοτε τηατ τηε δεσιγν ηοµ ηασ τωο

δραωβαχκσ: Φιρστ, σινχε ιτ ισ χλεαρ τηατ ονε ηιγη−τψπε ανδ ονε λοω−τψπε πλαψερ

ωιλλ ρεαχη τηε �ναλ, τοταλ ε⁄ορτ φροµ τηε �ναλ ωιλλ βε ρατηερ σµαλλ δυε το

υνβαλανχεδ χοµπετιτιον. Σεχονδ, τηε λοω−τψπε πλαψερσ ιν τηε σεµι�ναλ αντιχ−

ιπατε τηατ τηεψ ωιλλ ηαϖε α ρατηερ λοω ωιν προβαβιλιτψ ιν τηε �ναλ. Ηοωεϖερ,

ιφ τηε ινχεντιϖε αδϖανταγεσ φροµ τηε τωο ηοµογενεουσ σεµι�ναλσ δοµινατε

τηεσε ινχεντιϖε δισαδϖανταγεσ φροµ α συρελψ ηετερογενεουσ �ναλ, δεσιγν ηοµ

ωιλλ βε οπτιµαλ φορ µαξιµιζινγ τοταλ εξπεχτεδ ε⁄ορτ. ∆εσιγν ηοµ ισ αλσο βεν−

ε�χιαλ φορ µαξιµιζινγ τηε ωιν προβαβιλιτψ οφ α ηιγη−τψπε πλαψερ: Ιν χοντραστ

το ηετ, δεσιγν ηοµ γυαραντεεσ τηατ ονε ηιγη−τψπε πλαψερ ρεαχηεσ τηε �ναλ φορ

συρε. Ιν τηε �ναλ, τηε ηιγη−τψπε πλαψερ ηασ α θυιτε λαργε ωιν προβαβιλιτψ σινχε

ηε χοµπετεσ αγαινστ α λοω−τψπε οππονεντ.

Μψ �νδινγ σηαρπλψ χοντραστσ ωιτη τηε µαιν ρεσυλτ οφ Γροη ετ αλ. (φορτη−

χοµινγ) ωηο αναλψζε τηε σαµε δεσιγν προβλεµ βυτ υσε αν αλλ−παψ αυχτιον ωιτη

χοµπλετε ινφορµατιον ινστεαδ οφ α Λαζεαρ−Ροσεν τουρναµεντ (ορ δι⁄ερενχε−

φορµ χοντεστ−συχχεσσ φυνχτιον [χσφ]). Τηεψ σηοω τηατ δεσιγν ηετ ισ οπτιµαλ

φορ µαξιµιζινγ βοτη τοταλ εξπεχτεδ ε⁄ορτ ανδ τηε τοπ πλαψερσ� ωιν προβαβιλ−

ιτψ. Μψ χοντραρψ �νδινγσ ποιντ ουτ τηατ τηε οπτιµαλ δεσιγν οφ ελιµινατιον

τουρναµεντσ χρυχιαλλψ δεπενδσ ον τηε υνδερλψινγ χοντεστ−συχχεσσ τεχηνολογψ.

Νοτε τηατ τηε αλλ−παψ αυχτιον ωιτη χοµπλετε ινφορµατιον χαν βε σεεν ασ αν

εξτρεµε χασε οφ τηε Λαζεαρ−Ροσεν τουρναµεντ. Ιν φαχτ, βψ ασσυµινγ τηατ τηε

νοισε διστριβυτιον ισ δεγενερατε, τηε Λαζεαρ−Ροσεν τουρναµεντ ιµµεδιατελψ

τυρνσ ιντο αν αλλ−παψ αυχτιον. Συπποσε τηατ τηε τουρναµεντ οργανιζερ χαν

χηοοσε βετωεεν τωο δι⁄ερεντ µονιτορινγ τεχηνολογιεσ. Ηε µαψ ειτηερ χηοοσε

α περφεχτ µονιτορινγ τεχηνολογψ λεαδινγ το αν αλλ−παψ αυχτιον ανδ ηιγη µονι−

τορινγ χοστσ, ορ α λεσσ πρεχισε µονιτορινγ τεχηνολογψ ιµπλψινγ α Λαζεαρ−Ροσεν

τουρναµεντ ανδ λοωερ µονιτορινγ χοστσ. Υνδερ ειτηερ χοντεστ τψπε, τηε ορ−

γανιζερ ηασ τηε αδϖανταγε τηατ ονε δεσιγν ισ οπτιµαλ ιν βοτη διµενσιονσ �

µαξιµιζινγ τοταλ εξπεχτεδ ε⁄ορτ (ινχεντιϖε διµενσιον) ανδ τηε τοπ πλαψερσ�

ωιν προβαβιλιτψ (σελεχτιον διµενσιον). Ηοωεϖερ, Ι χαν σηοω τηατ φορ υνι−
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φορµλψ διστριβυτεδ νοισε τηε οπτιµαλλψ δεσιγνεδ αλλ−παψ αυχτιον (υσινγ δεσιγν

ηετ) δοµινατεσ ανψ οπτιµαλλψ δεσιγνεδ Λαζεαρ−Ροσεν τουρναµεντ (υσινγ δε−

σιγν ηοµ) ιν βοτη τηε ινχεντιϖε ανδ τηε σελεχτιον διµενσιονσ. Τηε δεχισιον

προβλεµ ωηιχη κινδ οφ χοντεστ το χηοοσε τηεν βοιλσ δοων το σολϖινγ τηε τραδε−

ο⁄ βετωεεν βεττερ περφορµανχε (ιν βοτη διµενσιονσ) βυτ ηιγηερ µονιτορινγ

χοστσ οφ αν αλλ−παψ αυχτιον χοµπαρεδ το α Λαζεαρ−Ροσεν τουρναµεντ.

Μψ παπερ ισ οργανιζεδ ασ φολλοωσ. Τηε νεξτ σεχτιον γιϖεσ α βριεφ οϖερϖιεω

αβουτ ρελατεδ ωορκ. Σεχτιονσ 3 ανδ 4 ιντροδυχε τηε µοδελ ανδ πρεσεντ τηε

σολυτιον το τηε τουρναµεντ γαµε. Βυιλδινγ ον τηε �νδινγσ οφ Σεχτιον 4, τηε

νεξτ τωο σεχτιονσ χοµπαρε τηε τωο ποσσιβλε σεεδινγσ ηοµ ανδ ηετ ωιτη ρε−

σπεχτ το τοταλ εξπεχτεδ ε⁄ορτ (Σεχτιον 5) ανδ τηε τοπ πλαψερσ� ωιν προβαβιλιτψ

(Σεχτιον 6). Σεχτιον 7 χονχλυδεσ

2 Ρελατεδ Λιτερατυρε

Πρεϖιουσ ωορκ ον ελιµινατιον τουρναµεντσ τψπιχαλλψ βυιλδσ ον ειτηερ τηε αλλ−

παψ αυχτιον ορ τηε Τυλλοχκ χσφ.6 Ασ ηασ βεεν στρεσσεδ αβοϖε, µψ παπερ ισ

χλοσεστ το τηε ρεχεντ ωορκ βψ Γροη ετ αλ. (φορτηχοµινγ), ωηο αλσο χονσιδερ

σεεδινγσ οφ ηετερογενεουσ χοντεσταντσ ιν τωο σεµι�ναλσ. Ηοωεϖερ, χοντραρψ

το µψ παπερ, Γροη ετ αλ. αππλψ αν αλλ−παψ αυχτιον ωιτη χοµπλετε ινφορµατιον,

ωηιχη λεαδσ το τηε χονϖερσε ουτχοµε � ηετ δοµινατεσ ηοµ. Μολδοϖανυ ανδ

Σελα (2006) χονσιδερ αν αλλ−παψ αυχτιον ωηερε χοστ φυνχτιονσ αρε πριϖατε ινφορ−

µατιον οφ τηε χοντεσταντσ. Τηεψ αναλψζε ωηετηερ α χοντεστ οργανιζερ σηουλδ

δεσιγν α σινγλε γρανδ χοντεστ αµονγ αλλ ν � 2 πλαψερσ ορ σπλιτ τηε πλαψερσ

ιντο συβ−χοντεστσ ωιτη συβ−χοντεστ λοσερσ βεινγ ελιµινατεδ ανδ ωιννερσ χοµ−

πετινγ αγαινστ εαχη οτηερ ιν τηε �ναλ. Ιφ τηε οργανιζερ ωαντσ το µαξιµιζε

τοταλ εξπεχτεδ ε⁄ορτ, τηε γρανδ χοντεστ δοµινατεσ σπλιττινγ γιϖεν τηατ χοστ

φυνχτιονσ αρε λινεαρ, βυτ σπλιττινγ χαν βε αδϖανταγεουσ ιφ χοστ φυνχτιονσ αρε

χονϖεξ. Τηισ �νδινγ σηοωσ τηατ τηε οπτιµαλ δεσιγν οφ τουρναµεντσ δοεσ νοτ

ονλψ δεπενδ ον τηε χσφ βυτ αλσο ον τηε σηαπε οφ τηε πλαψερσ� χοστ φυνχτιονσ.

6Σεε Κονραδ (2009), ππ. 164�169, φορ αν οϖερϖιεω.
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Τηε ϖαστ µαϕοριτψ οφ τηε παπερσ ον ελιµινατιον τουρναµεντσ υσεσ τηε

Τυλλοχκ χσφ. Ροσεν (1986) ισ τηε �ρστ παπερ ατ αλλ τηατ αδδρεσσεσ ελιµινατιον

τουρναµεντσ. Τηερε, τηε ν πλαψερσ χοµπετε ιν παιρωισε ελιµινατιον µατχηεσ

ωηερε ιν εαχη ρουνδ τηε λοσερσ ρεχειϖε χερταιν πριζεσ ανδ αρε νοτ αλλοωεδ το

χοντινυε, βυτ τηε µατχη ωιννερσ αρε ασσιγνεδ το τηε νεξτ σταγε ιν ωηιχη εαχη

ονε χοµπετεσ αγαινστ ανοτηερ ωιννερ το φυρτηερ χλιµβ τηε λαδδερ. Ροσεν

σηοωσ τηατ τηε πριζε σπρεαδ φορ ωιννινγ τηε �ναλ σηουλδ βε ϖερψ λαργε το

ινδυχε συ′χιεντ ε⁄ορτ λεϖελσ το αλλ πλαψερσ δυρινγ τηε χοµπλετε µυλτισταγε

ελιµινατιον τουρναµεντ.

Γραδστειν ανδ Κονραδ (1999) ινϖεστιγατε ωηετηερ τηε χοντεστ οργανιζερ

ισ βεττερ ο⁄ φροµ χηοοσινγ α σινγλε γρανδ χοντεστ ορ α σεθυενχε οφ παιρωισε

ελιµινατιον τουρναµεντσ το µαξιµιζε τοταλ εξπεχτεδ ε⁄ορτ. Υσινγ α Τυλλοχκ

χοντεστ, τηεψ σηοω τηατ τηε γρανδ χοντεστ ισ οπτιµαλ ιφ τηε χσφ ισ συ′χιεντλψ

δισχριµινατορψ, βυτ οτηερωισε α σεθυενχε οφ ελιµινατιον τουρναµεντσ ωουλδ

βε αδϖανταγεουσ.

Αµεγασηιε (1999, 2000) χονσιδερσ α µυλτι−σταγε ελιµινατιον τουρναµεντ

βετωεεν α γιϖεν νυµβερ οφ ηοµογενεουσ πλαψερσ, ωηο χοµπετε αγαινστ εαχη

οτηερ αχχορδινγ το α Τυλλοχκ χσφ. Ιν αν ινιτιαλ περιοδ, τηε τοταλ νυµβερ οφ

χοντεσταντσ ισ διϖιδεδ ιντο συβ−χοντεστσ οφ εθυαλ σιζε. Τηε συβ−χοντεστ ωιν−

νερσ αρε αλλοωεδ το παρτιχιπατε ιν τηε �ναλ ωηερεασ τηε λοσερσ αρε ελιµινατεδ.

Αµεγασηιε σηοωσ τηατ αν ελιµινατιον τουρναµεντ ωιτη συβ−χοντεστσ ισ βεττερ

φορ µαξιµιζινγ οϖεραλλ ε⁄ορτ τηαν α σινγλε γρανδ χοντεστ ιφ τηε χσφ�σ δισ−

χριµινατορψ ποωερ ιν τηε συβ−χοντεστσ ισ συ′χιεντλψ λαργε χοµπαρεδ το τηε

δισχριµινατορψ ποωερ ιν τηε �ναλ.

Ηαρβαυγη ανδ Κλυµππ (2005) αναλψζε α φουρ−πλαψερ τωο−σταγε ελιµινατιον

τουρναµεντ ωιτη α Τυλλοχκ χσφ. Πλαψερσ ηαϖε α �ξεδ βυδγετ φορ τηειρ ε⁄ορτ

χηοιχεσ. Ιν τηε βεγιννινγ, τηεψ ηαϖε το σηαρε τηειρ ε⁄ορτ βυδγετ ιντο τηε

αµουντ τηατ ισ ινϖεστεδ ιν τηε σεµι�ναλ ανδ τηε ρεµαινδερ ωηιχη ισ εξερτεδ

ιν τηε �ναλ γιϖεν τηατ τηε ρεσπεχτιϖε πλαψερ ρεαχηεσ τηε �ναλ. Ιν εθυιλιβριυµ,

τηε ωεακερ πλαψερ εξερτσ µορε ε⁄ορτ τηαν ηισ στρονγερ οππονεντ ιν εαχη σεµι−

�ναλ. Ηοωεϖερ, τηεσε ασψµµετριχ ε⁄ορτ χηοιχεσ χαννοτ χοµπλετελψ εθυαλιζε
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τηε σεµι�ναλιστσ� ωιν προβαβιλιτιεσ. ∆υε το τηε �ξεδ βυδγετ, ωεακ πλαψερσ

ηαϖε α θυιτε λοω ωιν προβαβιλιτψ ωηεν µεετινγ α στρονγ πλαψερ ιν τηε �ναλ.

Σιµιλαρ το µψ παπερ, Ηχητλ ετ αλ. (2011) αδδρεσσ τηε θυεστιον οφ οπτιµαλ

σεεδινγ ιν ελιµινατιον τουρναµεντσ.7 Ηοωεϖερ, τηεψ υσε α Τυλλοχκ χοντεστ

ωιτη λινεαρ ιµπαχτ φυνχτιον, ανδ ασσυµε χοστσ το βε λινεαρ ανδ εαχη χοντεσ−

ταντ�σ ϖαλυατιον οφ τηε ωιννερ πριζε το βε υνιφορµ. Ηχητλ ετ αλ. σηοω τηατ

ηοµ ισ βεττερ τηαν ηετ ιφ τηε τουρναµεντ οργανιζερ ωαντσ το µαξιµιζε τοταλ

εξπεχτεδ ε⁄ορτ, βυτ ηετ ισ βεττερ τηαν ηοµ φορ µαξιµιζινγ τηε τοπ πλαψερσ�

ωιν προβαβιλιτψ. Τηυσ, γιϖεν α Τυλλοχκ χσφ, τηε ινχεντιϖε ανδ σελεχτιον αιµσ

λεαδ το α στριχτ τραδε−ο⁄, χοντραρψ το τηε Λαζεαρ−Ροσεν τουρναµεντ ανδ τηε

αλλ−παψ αυχτιον.

Φυ ανδ Λυ (φορτηχοµινγ) αναλψζε α µυλτι−σταγε ελιµινατιον τουρναµεντ

βετωεεν ν ηοµογενεουσ χοντεσταντσ. Τηε τουρναµεντ οργανιζερ χηοοσεσ τηε

στρυχτυρε οφ τηε τουρναµεντ (αλλοχατιον οφ πριζε µονεψ, νυµβερ οφ σταγεσ,

νυµβερ οφ ωιννερσ φορ εαχη σταγε) το µαξιµιζε τοταλ εξπεχτεδ ε⁄ορτ. Φυ ανδ

Λυ σηοω τηατ, φορ α Τυλλοχκ χσφ ωιτη χονχαϖε ιµπαχτ φυνχτιον, τηε οργανιζερ

σηουλδ γιϖε τηε εντιρε πριζε µονεψ το τηε πλαψερ τηατ ωινσ τηε �ναλ. Ιν

αδδιτιον, ιτ ισ οπτιµαλ το µαξιµιζε τηε νυµβερ οφ ελιµινατιον σταγεσ.

Ωιτη τηε εξχεπτιον οφ Ηχητλ ετ α. (2011) αλλ παπερσ ον ελιµινατιον τουρ−

ναµεντσ ωιτη Τυλλοχκ χσφ δο νοτ αδδρεσσ τηε προβλεµ οφ οπτιµαλ σεεδινγ.

3 Τηε Μοδελ

Ιν αναλογψ το Γροη ετ αλ. (φορτηχοµινγ), Ι χονσιδερ α τωο−σταγε ελιµινα−

τιον τουρναµεντ βετωεεν φουρ πλαψερσ. Ιν σταγε 1, παιρσ οφ τωο πλαψερσ αρε

µατχηεδ ωιτηιν τωο σεµι�ναλσ τηατ τακε πλαχε σιµυλτανεουσλψ. Ματχηινγ ισ

δετερµινιστιχ, τηατ ισ, ινδιϖιδυαλ πλαψερσ αρε σεεδεδ βψ τηε οργανιζερ οφ τηε

τουρναµεντ, χαλλεδ Ο. Αφτερ τηε σεµι�ναλσ, τηε γαµε ενδσ φορ τηε λοσερσ,

ωηο οβταιν ζερο. Ηοωεϖερ, τηε ωιννερσ οφ τηε σεµι�ναλσ εντερ σταγε 2 ωηερε

7Σεε Ροσεν (1986), ππ. 709−710, ον α ρελατεδ νυµεριχαλ εξαµπλε ον σεεδινγ ϖερσυσ
ρανδοµ µατχηινγ.
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τηεψ µεετ ονε ανοτηερ ιν τηε �ναλ ανδ χοµπετε φορ α γιϖεν πριζε. Ασ ιν τηε

σεµι�ναλσ, τηε λοσερ οβταινσ ζερο.

Πλαψερσ ονλψ δι⁄ερ ιν τηειρ ινδιϖιδυαλ ϖαλυατιονσ οφ τηε πριζε φορ ωιννινγ

τηε �ναλ. Ι ασσυµε τηατ τηερε αρε τωο πλαψερσ ωηοσε ϖαλυε οφ τηε πριζε ισ γιϖεν

βψ ϖΗ , ωηερεασ τηε τωο οτηερ πλαψερσ� ωιννερ πριζε αµουντσ το ϖΛ 2 (0; ϖΗ).8

Χοντραρψ το Γροη ετ αλ. (φορτηχοµινγ), Ι δο νοτ χονσιδερ αν αλλ−παψ αυχτιον

ωιτη χοµπλετε ινφορµατιον, βυτ α τουρναµεντ ωιτη δι⁄ερενχε−φορµ χσφ (σεε,

αµονγ µανψ οτηερσ, Λαζεαρ ανδ Ροσεν 1981, ∆ιξιτ 1987, Βαικ 1998, Χηε ανδ

Γαλε 2000). Ιν παρτιχυλαρ, Ι ασσυµε τηατ ιν α µατχη βετωεεν πλαψερσ ι ανδ

ϕ, ωηο χηοοσε νον−νεγατιϖε ε⁄ορτσ ει ανδ εϕ, οργανιζερ Ο οβσερϖεσ τηε νοισψ

σιγναλ σ ωιτη

σ =

(
σι ιφ ει � εϕ > ∀
σϕ ιφ ει � εϕ < ∀;

(1)

ωηερε σι (σϕ) ινδιχατεσ τηατ πλαψερ ι (ϕ) ηασ ουτπερφορµεδ πλαψερ ϕ (ι). Τηυσ,

τηε ρεαλιζατιον οφ τηε σιγναλ δεπενδσ ον τηε πλαψερσ� ε⁄ορτσ ανδ τηε ϖαριαβλε ∀

τηατ δεσχριβεσ αν υνοβσερϖαβλε, εξογενουσ ρανδοµ τερµ (ε.γ., µεασυρεµεντ

ερρορ ορ νοισε) ωιτη δενσιτψ γ (∀) ανδ χδφ Γ (∀). Ι φολλοω τηε υσυαλ ασσυµπτιον

τηατ γ (∀) ισ σψµµετριχ αβουτ ζερο ανδ ωεακλψ υνιµοδαλ.9

Ε⁄ορτ ει ενταιλσ χοστσ ον πλαψερ ι τηατ αρε δεσχριβεδ βψ τηε φυνχτιον χ (ει) =

�ε2ι =2 ωιτη � > 0 βεινγ συ′χιεντλψ λαργε το ενσυρε ποσιτιϖε εξπεχτεδ υτιλιτιεσ

ιν εθυιλιβριυµ (σεε, ε.γ., (4) βελοω). Σιµιλαρλψ το Σχηττνερ (2008), Ι ασσυµε

τηατ

ϖΗ � συπ
�ε
ϕγ0 (�ε) ϕ < ινφ

ε>0
χ00 (ε) = � (2)

το γυαραντεε τηε εξιστενχε οφ πυρε−στρατεγψ εθυιλιβρια. Τηυσ, τηε σεχονδ−

ορδερ χονδιτιονσ αρε ασσυµεδ το ηολδ ιν εαχη ποσσιβλε �ναλ ανδ σεµι�ναλ.

Τηισ χονδιτιον ισ χλεαρλψ σατισ�εδ ιν τηε εξαµπλε γιϖεν βελοω ωιτη υνιφορµλψ

διστριβυτεδ νοισε.

8Γροη ετ αλ. (φορτηχοµινγ) ασσυµε τηατ τηε φουρ ινδιϖιδυαλ πριζεσ οφ τηε πλαψερσ σατισφψ
ϖ1 � ϖ2 � ϖ3 � ϖ4 > 0. Ιν Συβσεχτιον 3.1.1, τηεψ χονσιδερ τηε τωο−τψπε χασε αναλψζεδ ιν
τηισ παπερ.

9Μανψ τουρναµεντ παπερσ εϖεν ασσυµε στριχτ υνιµοδαλιτψ ωιτη α υνιθυε µοδε ατ ζερο
(ε.γ., ∆ιξιτ 1987, ∆ραγο ετ αλ. 1996, Ηϖιδε 2002, Χηεν 2003).
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Εαχη χοντεσταντ µαξιµιζεσ τηε εξπεχτεδ πριζε οφ ωιννινγ τηε τουρναµεντ

µινυσ ηισ ε⁄ορτ χοστσ. Φολλοωινγ Γροη ετ αλ. (φορτηχοµινγ), Ι χονσιδερ τωο

ποσσιβλε οβϕεχτιϖε φυνχτιονσ τηατ οργανιζερ Ο ωαντσ το µαξιµιζε φορ εξογε−

νουσλψ γιϖεν πριζεσ ϖΗ ανδ ϖΛ:
10 Ον τηε ονε ηανδ, οργανιζερ Ο χαν βε ιντερ−

εστεδ ιν µαξιµιζινγ τηε συµ οφ εξπεχτεδ ε⁄ορτσ οφ αλλ πλαψερσ οϖερ αλλ ρουνδσ.

Γιϖεν τηατ πλαψερσ� ε⁄ορτσ αρε προδυχτιϖε (ε.γ., εντερταινµεντ), τηισ οβϕεχτιϖε

φυνχτιον σεεµσ θυιτε νατυραλ. Ον τηε οτηερ ηανδ, Ο µαψ βε ιντερεστεδ ιν

µαξιµιζινγ τηε προβαβιλιτψ τηατ α ϖΗ−πλαψερ ωινσ ιν τηε �ναλ. Ασ Γροη ετ αλ.

(φορτηχοµινγ) ποιντ ουτ, τηισ οβϕεχτιϖε πλαψσ αν ιµπορταντ ρολε ιν τηε στατισ−

τιχαλ λιτερατυρε. Υνδερ ειτηερ οβϕεχτιϖε φυνχτιον, Ο χαν χηοοσε βετωεεν τωο

δι⁄ερεντ σεεδινγσ � ονε τηατ χονστιτυτεσ τωο ηοµογενεουσ σεµι�ναλσ (χαλλεδ

δεσιγν ηοµ), ανδ ονε τηατ χονστιτυτεσ τωο ηετερογενεουσ σεµι�ναλσ (δεσιγν

ηετ).

4 Σολυτιον το τηε Τουρναµεντ Γαµε

4.1 Φιναλ

Ι σταρτ ωιτη τηε σολυτιον οφ τηε �ναλ βετωεεν πλαψερσ ι ανδ ϕ ωιτη ϖαλυατιονσ

ϖι; ϖϕ 2 φϖΛ; ϖΗγ, χηοοσινγ ε⁄ορτσ εΦι ανδ εΦϕ , ρεσπεχτιϖελψ. Πλαψερ ι µαξιµιζεσ

ΕΥΦι
�
εΦι ; ε

Φ
ϕ

�
= ϖι �Γ

�
εΦι � εΦϕ

�
� χ

�
εΦι
�
;

ωηερεασ πλαψερ ϕ µαξιµιζεσ

ΕΥΦϕ
�
εΦϕ ; ε

Φ
ι

�
= ϖϕ �

�
1�Γ

�
εΦι � εΦϕ

��
� χ

�
εΦϕ
�
:

10Γροη ετ αλ. (φορτηχοµινγ) αλσο χονσιδερ τωο αδδιτιοναλ χριτερια, ωηοσε αππλιχατιον ισ
νοτ ιντερεστινγ ιν τηε γιϖεν σεττινγ.
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Γιϖεν χονδιτιον (2), τηε εθυιλιβριυµ
�
εΦ�ι ; ε

Φ�
ϕ

�
χαν βε δεσχριβεδ βψ τηε �ρστ−

ορδερ χονδιτιονσ

γ
�
εΦ�ι � εΦ�ϕ

�
=
χ0
�
εΦ�ι
�

ϖι
=
χ0
�
εΦ�ϕ
�

ϖϕ
;

ωηιχη � υσινγ τηε σπεχι�χ χοστ φυνχτιον � ψιελδσ

�
εΦ�ι ; ε

Φ�
ϕ

�
=

8
><

>:

�
ϖγ(0)
�
; ϖγ(0)

�

�
ιφ ϖι = ϖϕ = ϖ�

ϖιγ(�εΦ�)
�

;
ϖϕγ(�εΦ�)

�

�
ιφ ϖι 6= ϖϕ

(3)

ωιτη �εΦ� := εΦ�ι � εΦ�ϕ . Νοτε τηατ γ (0) � γ
�
�εΦ�

�
σινχε γ ισ σψµµετριχ

αβουτ ζερο ανδ ωεακλψ υνιµοδαλ. Ηενχε, εαχη πλαψερ χηοοσεσ ατ λεαστ ασ

µυχη ε⁄ορτ ιν α ηοµογενεουσ µατχη ασ ιν α ηετερογενεουσ ονε. Εξπεχτεδ

υτιλιτιεσ ιν εθυιλιβριυµ ρεαδ ασ

ΕΥΦ�ιϕ =

8
<

:

ϖ
2
� ϖ2γ(0)2

2�
ιφ ϖι = ϖϕ = ϖ

ϖιΓ
�
�εΦ�

�
� ϖ2ι γ(�εΦ�)

2

2�
ιφ ϖι 6= ϖϕ

(4)

ωιτη ΕΥΦ�ιϕ := ΕΥΦι
�
εΦ�ι ; ε

Φ�
ϕ

�
ανδ Γ

�
�εΦ�

�
? 1

2
ιφ �εΦ� ? 0. Νοτ συρπρισ−

ινγλψ, εαχη πλαψερ�σ εθυιλιβριυµ ε⁄ορτ στριχτλψ ινχρεασεσ ιν ηισ ϖαλυατιον οφ τηε

ωιννερ πριζε. Ηοωεϖερ, τηε σαµε ισ νοτ τρυε φορ τηε εξπεχτεδ υτιλιτψ σινχε

τηε χονϖεξ ε⁄ορτ χοστσ αλσο ινχρεασε ιν ϖι. Ρεχαλλ τηατ, βψ ασσυµπτιον, � ισ

συ′χιεντλψ λαργε σο τηατ ΕΥΦ�ιϕ > 0.

4.2 Σεµι�ναλσ

Ωε ηαϖε το δι⁄ερεντιατε βετωεεν τωο ποσσιβλε χονστελλατιονσ φορ τηε σεµι�−

ναλσ. Συπποσε τηατ Ο δεχιδεσ το οργανιζε τωο ηοµογενεουσ σεµι�ναλσ (δεσιγν

ηοµ) � ονε σεµι�ναλ βετωεεν τηε τωο ϖΗ−πλαψερσ ανδ τηε οτηερ ονε βετωεεν

τηε τωο ϖΛ−πλαψερσ. Ιν τηε ϖΗ−σεµι�ναλ, εαχη παρτιχιπαντ κνοωσ τηατ, ιν χασε

οφ ωιννινγ, ηε ωιλλ βε µατχηεδ ωιτη α ϖΛ−οππονεντ ιν τηε �ναλ. Λετ Η1 ανδ

Η2 δενοτε τηε τωο ϖΗ−πλαψερσ, ε
Σ
Ηι
(ι = 1; 2) τηειρ ρεσπεχτιϖε ε⁄ορτ λεϖελσ, ανδ
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ΕΥΣΗιΗϕ (ι; ϕ = 1; 2; ι 6= ϕ) τηειρ εξπεχτεδ υτιλιτιεσ φροµ παρτιχιπατινγ ιν τηε

ϖΗ−σεµι�ναλ. Τηεν τηε πλαψερσ� οβϕεχτιϖε φυνχτιονσ χαν βε ωριττεν ασ φολλοωσ:

ΕΥΣΗ1Η2 = Γ
�
εΣΗ1 � ε

Σ
Η2

�
ΕΥΦ�ΗΛ � χ

�
εΣΗ1
�

ΕΥΣΗ2Η1 =
�
1�Γ

�
εΣΗ1 � ε

Σ
Η2

��
ΕΥΦ�ΗΛ � χ

�
εΣΗ2
�
:

Σινχε εξιστενχε οφ πυρε−στρατεγψ εθυιλιβρια ισ γυαραντεεδ βψ (2), τηε �ρστ−ορδερ

χονδιτιονσ

γ
�
εΣΗ1 � ε

Σ
Η2

�
ΕΥΦ�ΗΛ = χ

0
�
εΣΗ1
�
= χ0

�
εΣΗ2
�

σηοω τηατ τηε ϖΗ−σεµι�ναλ ηασ α υνιθυε εθυιλιβριυµ ωηιχη ισ σψµµετριχ:
�
εΣ�Η1 ; ε

Σ�
Η2

�
=
�
εΣ�Η;ηοµ; ε

Σ�
Η;ηοµ

�
ωιτη εΣ�Η;ηοµ =

�
γ (0)ΕΥΦ�ΗΛ

�
=�. Αναλογουσλψ, ιν

τηε ϖΛ−σεµι�ναλ εαχη πλαψερ, ωηο αντιχιπατεσ το βε µατχηεδ ωιτη α ϖΗ−πλαψερ

ιν τηε �ναλ ωηεν ωιννινγ τηε σεµι�ναλ, χηοοσεσ ε⁄ορτ εΣ�Λ;ηοµ =
�
γ (0)ΕΥΦ�ΛΗ

�
=�

ιν εθυιλιβριυµ. ∆επενδινγ ον τηε ϖαλυε δι⁄ερενχε ϖΗ�ϖΛ ανδ τηε µαγνιτυδε
οφ τηε χοστ παραµετερ �, τηε ϖΗ−πλαψερσ µαψ χηοοσε µορε ε⁄ορτ τηαν τηε ϖΛ−

πλαψερσ ιν τηε σεµι�ναλσ (ι.ε., ιφ ΕΥΦ�ΗΛ > ΕΥ
Φ�
ΛΗ) ορ λεσσ (ιφ ΕΥ

Φ�
ΗΛ < ΕΥ

Φ�
ΛΗ).

Νοω συπποσε τηατ Ο δεχιδεσ το οργανιζε τωο ηετερογενεουσ σεµι�ναλσ

εαχη ωιτη ονε ϖΗ−πλαψερ ανδ ονε ϖΛ−πλαψερ (δεσιγν ηετ). Λετ ε
Σν
Η (εΣνΛ ) δενοτε

τηε ε⁄ορτ λεϖελ χηοσεν βψ τηε ϖΗ−πλαψερ (ϖΛ−πλαψερ) ιν σεµι�ναλ ν = 1; 2, ανδ

ΕΥΣνΗΛ (ΕΥ
Σν
ΛΗ) τηε πλαψερ�σ ρεσπεχτιϖε εξπεχτεδ υτιλιτψ φροµ παρτιχιπατινγ ιν

τηατ σεµι�ναλ. Τηυσ, φορ τηε �ρστ σεµι�ναλ, ωε οβταιν

ΕΥΣ1ΗΛ = Γ
�
�εΣ1

� �
Γ
�
�εΣ2

�
ΕΥΦ�ΗΗ +

�
1�Γ

�
�εΣ2

��
ΕΥΦ�ΗΛ

�
� χ

�
εΣ1Η
�

ΕΥΣ1ΛΗ =
�
1�Γ

�
�εΣ1

�� �
Γ
�
�εΣ2

�
ΕΥΦ�ΛΗ +

�
1�Γ

�
�εΣ2

��
ΕΥΦ�ΛΛ

�
� χ

�
εΣ1Λ
�

ωιτη �εΣν := εΣνΗ � εΣνΛ (ν = 1; 2). Γιϖεν (2), εθυιλιβρια χαν βε δεσχριβεδ βψ

τηε �ρστ−ορδερ χονδιτιονσ. Ι ρεστριχτ τηε αναλψσισ το τηε µοστ πλαυσιβλε χασε οφ

σψµµετριχ εθυιλιβρια ωηερε πλαψερσ οφ τηε σαµε τψπε βεηαϖε ιδεντιχαλλψ (ι.ε.,

εΣ1Η = εΣ2Η ανδ εΣ1Λ = εΣ2Λ ). Τηε εξιστενχε οφ αδδιτιοναλ ασψµµετριχ εθυιλιβρια

χαννοτ βε ρυλεδ ουτ. Ηοωεϖερ, ιν τηε εξαµπλε ωιτη υνιφορµλψ διστριβυτεδ

νοισε χονσιδερεδ βελοω τηερε εξιστσ α υνιθυε εθυιλιβριυµ ωηιχη ισ σψµµετριχ.
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Φιρστ−ορδερ χονδιτιονσ τογετηερ ωιτη σψµµετρψ ψιελδ τηατ ϖΗ−πλαψερσ χηοοσε

εΣ�Η;ηετ ιν εθυιλιβριυµ ανδ ϖΛ−πλαψερσ ε
Σ�
Λ;ηετ ωιτη

εΣ�Η;ηετ =
γ
�
�εΣ�ηετ

�

�

�
ΕΥΦ�ΗΛ �

�
ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΗΗ

�
Γ
�
�εΣ�ηετ

��

εΣ�Λ;ηετ =
γ
�
�εΣ�ηετ

�

�

�
ΕΥΦ�ΛΛ �

�
ΕΥΦ�ΛΛ � ΕΥΦ�ΛΗ

�
Γ
�
�εΣ�ηετ

��

ανδ �εΣ�ηετ := ε
Σ�
Η;ηετ� εΣ�Λ;ηετ. Ατ �ρστ σιγητ, ιτ ισ νοτ χλεαρ ωηιχη τψπε οφ πλαψερ

χηοοσεσ µορε ε⁄ορτ ιν τηε ηετερογενεουσ σεµι�ναλσ. Ηοωεϖερ, Ι χαν στατε

υνδερ ωηιχη χονδιτιονσ τηε στρονγερ πλαψερ εξερτσ µορε ε⁄ορτ ιν εθυιλιβριυµ:11

Λεµµα 1 Ιφ ΕΥΦ�ΗΗ > ΕΥ
Φ�
ΛΗ , τηεν ε

Σ�
Η;ηετ > ε

Σ�
Λ;ηετ.

Τηε λεµµα ισ βασεδ ον τηε ασσυµπτιον τηατ ιτ ισ βεττερ το βε α στρονγ

πλαψερ τηαν α ωεακ ονε ωηεν µεετινγ ανοτηερ στρονγ πλαψερ ιν τηε �ναλ (ι.ε.,

ΕΥΦ�ΗΗ > ΕΥΦ�ΛΗ).
12 Υνδερ τηισ χονδιτιον, ϖΗ−πλαψερσ χηοοσε ηιγηερ ε⁄ορτσ

τηαν ϖΛ−πλαψερσ ιν τηε ηετερογενεουσ σεµι�ναλσ. Νοτε τηατ ΕΥ
Φ�
ΗΗ > ΕΥ

Φ�
ΛΗ

ισ ονλψ α συ′χιεντ χονδιτιον φορ εΣ�Η;ηετ > ε
Σ�
Λ;ηετ ανδ µαψ βε µυχη τοο στρονγ

ιν µανψ χασεσ.

11Αλλ προοφσ αρε ρελεγατεδ το τηε αππενδιξ.
12Χονδιτιον ΕΥΦ�ΗΗ > ΕΥ

Φ�
ΛΗ χαν βε ϖερι�εδ ιφ τηε διστριβυτιον οφ ∀ ισ φυρτηερ σπεχι�εδ.

Ιφ, ε.γ., ∀ ισ υνιφορµλψ διστριβυτεδ οϖερ [��∀;�∀], τηε χονδιτιον βοιλσ δοων το 4�∀2 > ϖΗ � ϖΛ,
ωηιχη ισ αλωαψσ σατισ�εδ υνδερ αν ιντεριορ σολυτιον. Ιφ πλαψερ ηετερογενειτψ ισ αδδιτιϖε (σεε,
ε.γ., Ο�Κεε⁄ε ετ αλ. (1984); Βυλλ ετ αλ. (1987); Ακερλοφ ανδ Ηολδεν (φορτηχοµινγ)), τηε
ρελατιϖε−περφορµανχε σιγναλ ισ γιϖεν βψ

σ =

�
σι ιφ ει + αι � εϕ � αϕ > ∀
σϕ ιφ ει + αι � εϕ � αϕ < ∀;

ωιτη αι ανδ αϕ ασ τηε πλαψερσ� αβιλιτιεσ. Ασσυµινγ α υνιφορµ τουρναµεντ πριζε ϖ, τωο
ηιγη−αβιλιτψ πλαψερσ (αι = αΗ > 0) ανδ τωο λοω−αβιλιτψ ονεσ (αι = αΛ 2 (0; αΗ)) ωουλδ
αλλοω το ωριτε ΕΥΦ�ΗΗ > ΕΥ

Φ�
ΛΗ ασ α πυρε χονδιτιον οφ τηε πριµιτιϖεσ οφ τηε µοδελ (σεε τηε

αδδιτιοναλ παγεσ φορ τηε ρεφερεεσ)

ϖ < 2�
1

2
� [1�Γ (�α)]
γ (0)

2 � γ (�α)2
:
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5 Τοταλ Εξπεχτεδ Ε⁄ορτ

Ωε χαν υσε τηε ρεσυλτσ φορ τηε εθυιλιβριυµ ε⁄ορτσ ιν τηε �ναλ ανδ τηε τωο

σεµι�ναλσ υνδερ τηε τωο δι⁄ερεντ σεεδινγσ το ανσωερ τηε θυεστιον ωηετηερ

οργανιζερ Ο πρεφερσ τηε δεσιγν ηοµ ορ τηε δεσιγν ηετ ιφ ηε ωαντσ το µαξιµιζε

τοταλ ε⁄ορτ. Υνδερ τηε δεσιγν ηοµ, τοταλ ε⁄ορτ φροµ βοτη σεµι�ναλσ ισ γιϖεν

βψ

�Σηοµ = 2ε
Σ�
Η;ηοµ + 2ε

Σ�
Λ;ηοµ =

2γ (0)

�

�
ΕΥΦ�ΗΛ + ΕΥ

Φ�
ΛΗ

�
(5)

ανδ τοταλ (εξπεχτεδ) ε⁄ορτ φροµ τηε συβσεθυεντ �ναλ βψ

�Φηοµ =
γ
�
�⊥εΦ�

�

�
(ϖΗ + ϖΛ) ωιτη �⊥εΦ� := εΦ�Η � εΦ�Λ > 0: (6)

Υνδερ τηε δεσιγν ηετ, τηε φουρ εθυιλιβριυµ ε⁄ορτσ φροµ βοτη ηετερογενεουσ

σεµι�ναλσ συµ υπ το

�Σηετ = 2εΣ�Η;ηετ + 2ε
Σ�
Λ;ηετ (7)

= 2
γ
�
�εΣ�ηετ

�

�

��
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

�� �
ΕΥΦ�ΗΛ + ΕΥ

Φ�
ΛΛ

�

+
�
ΕΥΦ�ΗΗ + ΕΥ

Φ�
ΛΗ

�
Γ
�
�εΣ�ηετ

��
:

Εξπεχτεδ εθυιλιβριυµ ε⁄ορτσ φροµ τηε συβσεθυεντ �ναλ αµουντ το

�Φηετ = 2

�
γ (0)

�

�
ϖΗΓ

�
�εΣ�ηετ

�2
+ ϖΛ

�
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

��2�
(8)

+
γ
�
�⊥εΦ�

�

�
(ϖΗ + ϖΛ)Γ

�
�εΣ�ηετ

� �
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

��
!

:

Χοµπαρινγ τηε ε⁄ορτ χηοιχεσ υνδερ τηε τωο δι⁄ερεντ δεσιγνσ λεαδσ το τηε

φολλοωινγ ρεσυλτσ:

Προποσιτιον 1 (ι) Ιφ ΕΥΦ�ΗΗ > ΕΥ
Φ�
ΛΗ , τηεν �

Σ
ηοµ > �

Σ
ηετ. (ιι) �

Φ
ηοµ � �Φηετ.

Τηε προποσιτιον σηοωσ τηατ εξπεχτεδ ε⁄ορτσ ιν τηε �ναλ αρε αλωαψσ γρεατερ

ορ εθυαλ υνδερ δεσιγν ηετ χοµπαρεδ το ηοµ. Τηε ιντυιτιον φορ τηισ ρεσυλτ
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ισ βασεδ ον τηε φαχτ τηατ εθυιλιβριυµ ε⁄ορτσ ιν τηε �ναλ αρε παρτιχυλαρλψ

ηιγη ιφ (α) α πλαψερ�σ ωιννερ πριζε ισ ϖΗ ινστεαδ οφ ϖΛ, ανδ ιφ (β) τηερε ισ

α ηοµογενεουσ ινστεαδ οφ α ηετερογενεουσ µατχη. Υνδερ δεσιγν ηοµ, ωε

υναµβιγυουσλψ ηαϖε α ηετερογενουσ �ναλ βετωεεν ονε ϖΗ−πλαψερ ανδ ονε ϖΛ−

πλαψερ, σο τηατ τοταλ ε⁄ορτ ισ θυιτε λοω. Ηοωεϖερ, υνδερ δεσιγν ηετ, τηερε αρε

φουρ ποσσιβλε χονστελλατιονσ φορ τηε �ναλ. Ιν τηρεε χονστελλατιονσ ατ λεαστ ονε

ϖΗ−πλαψερ εντερσ τηε �ναλ ανδ ιν τωο χονστελλατιονσ τηερε ισ α ηοµογενεουσ

µατχη, σο τηατ εξπεχτεδ ε⁄ορτσ αρε ρελατιϖελψ ηιγη.

Τηε τωο αργυµεντσ (α) ανδ (β) χαν βε σιµιλαρλψ αππλιεδ το τηε σεµι�−

ναλσ. Χονχερνινγ αργυµεντ (α), ατ �ρστ σιγητ, βοτη ηοµ ανδ ηετ σεεµ το βε

ιδεντιχαλ βεχαυσε ιν ειτηερ χασε τηερε αρε τωο ϖΗ−πλαψερσ ανδ τωο ϖΛ−πλαψερσ.

Ηοωεϖερ, φροµ τηε ϖιεωποιντ οφ α σεµι�ναλιστ, νοτ τηε ϖαλυεσ ϖΗ ανδ ϖΛ αρε

δεχισιϖε φορ τηε χρεατιον οφ ινχεντιϖεσ, βυτ τηε χορρεσπονδινγ εξπεχτεδ υτιλ−

ιτιεσ ΕΥΦ�ιϕ , ωηιχη αλσο δεπενδ ον τηε τψπε οφ τηε οτηερ �ναλιστ. Τηερε αρε

φουρ ποσσιβλε ϖαλυεσ � ΕΥΦ�ΗΛ, ΕΥ
Φ�
ΗΗ , ΕΥ

Φ�
ΛΛ, ανδ ΕΥ

Φ�
ΛΗ � ανδ τηε ρελατιον

βετωεεν τηεσε ϖαλυεσ ισ νοτ χλεαρ ιν µοστ οφ τηε χασεσ σινχε ιτ δεπενδσ ον τηε

ιντερπλαψ οφ τηε ωιν προβαβιλιτψ, τηε ωιννερ πριζε ανδ τηε ε⁄ορτ χοστσ. Ιτ ισ

ονλψ χλεαρ τηατ ΕΥΦ�ΗΛ > ΕΥ
Φ�
ΗΗ .

Ηοωεϖερ, νοτε τηατ τηε δισαδϖανταγε οφ α συρελψ ηετερογενεουσ �ναλ υν−

δερ ηοµ τυρνσ ιντο α στρονγ αδϖανταγε χονχερνινγ τηε ηοµ−σεµι�ναλσ. Ιν τηε

ηοµ−σεµι�ναλσ, αλλ φουρ πλαψερσ αντιχιπατε τηατ, δυε το ηετερογενεουσ χοµ−

πετιτιον, τηεψ ωιλλ ηαϖε ρατηερ λοω ε⁄ορτ χοστσ ιφ τηεψ εντερ τηε �ναλ. Τηισ

φαχτ ιµπλιεσ ρατηερ λαργε εξπεχτεδ υτιλιτιεσ οφ παρτιχιπατινγ ιν τηε �ναλ ανδ,

ηενχε, στρονγ ινχεντιϖεσ ιν τηε ηοµ−σεµι�ναλσ. Εσπεχιαλλψ τηε τωο πλαψερσ

ιν τηε ϖΗ−σεµι�ναλ ηαϖε ϖερψ στρονγ ινχεντιϖεσ βεχαυσε τηεψ αντιχιπατε τηατ

τηεψ ηαϖε α λαργε ωιν προβαβιλιτψ Γ
�
�⊥εΦ�

�
> 1=2 ανδ ρελατιϖελψ σµαλλ ε⁄ορτ

χοστσ ωηεν βεινγ µατχηεδ ωιτη α ϖΛ−πλαψερ ιν τηε �ναλ φορ συρε.

Αππλψινγ αργυµεντ (β) το τηε σεµι�ναλσ σηοωσ τηατ τηε δεσιγνσ ηοµ ανδ

ηετ στριχτλψ δι⁄ερ. Ιν τηε τωο ηοµογενεουσ σεµι�ναλσ, εθυιλιβριυµ ε⁄ορτσ

αρε θυιτε ηιγη ασ ινδιχατεδ βψ γ (0) ιν εξπρεσσιον (5), ωηερεασ ε⁄ορτσ αρε

ρατηερ λοω ιν τηε τωο ηετερογενεουσ σεµι�ναλσ, ινδιχατεδ βψ γ
�
�εΣ�ηετ

�
ιν
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(7). Αλτογετηερ, ασ Προποσιτιον 1 σηοωσ, τηε ινχεντιϖε αδϖανταγεσ οφ τηε

τωο ηοµογενεουσ σεµι�ναλσ χαν βε σο στρονγ τηατ τοταλ ε⁄ορτ φροµ τηε τωο

ηοµ−σεµι�ναλσ εξχεεδσ τηατ φροµ τηε τωο ηετ−σεµι�ναλσ.

Αχχορδινγ το Προποσιτιον 1, ιτ ισ νοτ στραιγητφορωαρδ ωηιχη σεεδινγ µαξ−

ιµιζεσ τοταλ εξπεχτεδ ε⁄ορτ φροµ τηε ωηολε τουρναµεντ. Ηοωεϖερ, φυρτηερ

σπεχιφψινγ τηε διστριβυτιον οφ ∀ χαν λεαδ το α χλεαρ−χυτ ρεσυλτ. Φορ αναλψτιχαλ

τραχταβιλιτψ, Ι φολλοω Μεψερ (1991, Σεχτιον 5.2) ανδ ασσυµε τηατ ∀ ισ υνιφορµλψ

διστριβυτεδ οϖερ [��∀; �∀] ωιτη �∀ βεινγ συ′χιεντλψ λαργε το γυαραντεε ιντεριορ
σολυτιονσ το τηε τουρναµεντ γαµε. Φυρτηερµορε, Ι ασσυµε τηατ � = 1 το σαϖε

νοτατιον. Φορ τηισ σπεχι�χατιον, τηε φολλοωινγ ρεσυλτ χαν βε οβταινεδ:

Προποσιτιον 2 Ιφ ∀ ισ υνιφορµλψ διστριβυτεδ, τηεν �Σηοµ+�
Φ
ηοµ > �

Σ
ηετ+�

Φ
ηετ.

Προποσιτιον 2 σηοωσ τηατ, υνδερ υνιφορµλψ διστριβυτεδ νοισε, τηε τουρ−

ναµεντ οργανιζερ Ο σηουλδ πρεφερ τηε δεσιγν ηοµ το τηε δεσιγν ηετ ιφ ηε

ωαντσ το µαξιµιζε οϖεραλλ εξπεχτεδ ε⁄ορτ φορ α γιϖεν τουρναµεντ πριζε. Τηισ

�νδινγ ισ ιν σηαρπ χοντραστ το τηε ρεσυλτ οφ Γροη ετ αλ. (φορτηχοµινγ), ωηο

χονσιδερ αν αλλ−παψ αυχτιον ωιτη χοµπλετε ινφορµατιον, βυτ θυαλιτατιϖελψ ιν

λινε ωιτη τηε �νδινγ οφ Ηχητλ ετ αλ (2011), υσινγ α Τυλλοχκ χσφ. Ιντερεστ−

ινγλψ, µψ ρεσυλτ ηολδσ αλτηουγη τωο οφ τηε µαιν αργυµεντσ ιν φαϖορ οφ ηοµ

αρε ελιµινατεδ βψ τηε υσε οφ τηε υνιφορµ διστριβυτιον. Ιν τηε δισχυσσιον οφ

Προποσιτιον 1 αβοϖε, Ι ηαϖε αργυεδ τηατ ινχεντιϖεσ ιν τηε ηοµ−σεµι�ναλσ αρε

θυιτε λαργε � χοµπαρεδ το ηετ � σινχε (1) αλλ σεµι�ναλιστσ φαχε ηοµογενεουσ

ινστεαδ οφ ηετερογενεουσ χοµπετιτιον, ανδ σινχε (2) τηε συρελψ ηετερογενεουσ

�ναλ υναµβιγυουσλψ λεαδσ το λοω ε⁄ορτ χοστσ ανδ, ηενχε, α ρατηερ ηιγη εξ−

πεχτεδ υτιλιτψ φροµ παρτιχιπατινγ ιν τηε �ναλ. Τηεσε τωο αργυµεντσ αρε αβσεντ

υνδερ Προποσιτιον 2, βεχαυσε τηε υνιφορµ διστριβυτιον ηασ α χονσταντ δεν−

σιτψ, ιµπλψινγ γ (0) = γ
�
�εΣ�ηετ

�
. Νεϖερτηελεσσ, τηε δεσιγν ηοµ δοµινατεσ τηε

δεσιγν ηετ.
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6 Τηε Τοπ Πλαψερσ� Ωιν Προβαβιλιτψ

Ιν τηισ σεχτιον, τηε τωο δεσιγνσ ηοµ ανδ ηετ ωιλλ βε χοµπαρεδ ωιτη ρεσπεχτ

το τηε σεχονδ ποσσιβλε οβϕεχτιϖε οφ τηε τουρναµεντ οργανιζερ Ο � µαξιµιζ−

ινγ τηε προβαβιλιτψ τηατ ονε οφ τηε ϖΗ−πλαψερσ ωινσ τηε τουρναµεντ. Τηισ

οβϕεχτιϖε χαν βε µοτιϖατεδ ασ φολλοωσ. Χονσιδερ, φορ εξαµπλε, τηε χασε οφ α

ϕοβ−προµοτιον τουρναµεντ ωηερε τηε ωιννερ οφ τηε �ναλ ισ προµοτεδ το αν

ιµπορταντ µαναγεµεντ ποσιτιον. Τηεν νοτ ονλψ ινχεντιϖεσ ανδ, τηερεφορε,

τοταλ ε⁄ορτ σηουλδ πλαψ α ρολε, βυτ αλσο τηε τψπε οφ τηε προµοτεδ ινδιϖιδυαλ.

Λετ, φορ τηε µοµεντ, ϖΗ ανδ ϖΛ αλσο ινδιχατε τηε συιταβιλιτψ οφ τηε πλαψ−

ερσ φορ τηε µαναγεµεντ ποσιτιον ωιτη ϖΗ−πλαψερσ βεινγ µορε συιτεδ φορ τηε

ϕοβ.13 Ιν τηατ σιτυατιον, Ο σηουλδ βε ιντερεστεδ ιν ηοω τηε τοπ πλαψερσ� ωιν

προβαβιλιτιεσ δι⁄ερ υνδερ τηε δεσιγνσ ηοµ ανδ ηετ.

Υνδερ δεσιγν ηοµ, τηε �ναλ µυστ βε α µατχη βετωεεν α ϖΗ− ανδ α ϖΛ−

πλαψερ, σο τηατ τηε τοπ πλαψερσ� ωιν προβαβιλιτψ ισ σιµπλψ γιϖεν βψ Γ
�
�⊥εΦ�

�

ωιτη �⊥εΦ� > 0 (σεε (6)). Υνδερ δεσιγν ηετ, ονε οφ τηε ϖΗ−πλαψερσ ωιλλ ωιν τηε

τουρναµεντ ιφ τηε �ναλ ισ βετωεεν τωο ϖΗ−πλαψερσ ορ ιφ τηερε ισ α ηετερογενεουσ

�ναλ βυτ τηε ϖΗ−πλαψερ ωινσ. Τηυσ, τηε τοπ πλαψερσ� ωιν προβαβιλιτψ ισ ηιγηερ

υνδερ ηοµ τηαν υνδερ ηετ ι⁄

Γ
�
�⊥εΦ�

�
> Γ

�
�εΣ�ηετ

�
Γ
�
�εΣ�ηετ

�
+ 2Γ

�
�εΣ�ηετ

� �
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

��
Γ
�
�⊥εΦ�

�

, Γ
�
�⊥εΦ�

�
>

Γ
�
�εΣ�ηετ

�2

Γ (�εΣ�ηετ)
2
+ [1�Γ (�εΣ�ηετ)]

2 : (9)

Τηε λεφτ−ηανδ σιδε οφ (9) ισ στριχτλψ λαργερ τηαν 1/2 σινχε�⊥εΦ� > 0. Τηε ριγητ−

ηανδ σιδε δεσχριβεσ α φυνχτιον τηατ ισ µονοτονιχαλλψ ινχρεασινγ ιν Γ
�
�εΣ�ηετ

�
,

τακινγ ϖαλυε 0 ατ Γ
�
�εΣ�ηετ

�
= 0 ανδ ϖαλυε 1 ατ Γ

�
�εΣ�ηετ

�
= 1 (ι.ε., τεχη−

νιχαλλψ, ιτ ηασ τηε χηαραχτεριστιχσ οφ α χδφ οφ Γ
�
�εΣ�ηετ

�
). Τηε νυµερατορ

δεσχριβεσ τηε προβαβιλιτψ τηατ, υνδερ ηετ, βοτη σεµι�ναλσ αρε ωον βψ τηε

ϖΗ−πλαψερσ, ωηερεασ τηε δενοµινατορ δεσχριβεσ τηε προβαβιλιτψ τηατ τηε �ναλ

13Ον τηε αδδιτιοναλ παγεσ φορ τηε ρεφερεεσ, Ι εξπλιχιτλψ µοδελ πλαψερ ηετερογενειτψ ϖια
τηε πλαψερσ� ινδιϖιδυαλ αβιλιτιεσ.
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ισ ηοµογενεουσ. Ηενχε, τηε ριγητ−ηανδ σιδε οφ (9) ισ τηε προβαβιλιτψ οφ α βεν−

ε�χιαλ ηοµογενεουσ �ναλ ρελατιϖε το τηε προβαβιλιτψ τηατ τηε �ναλ ωιλλ βε α

ηοµογενεουσ ονε υνδερ ηετ. Ιφ τηισ ρελατιον ισ συ′χιεντλψ σµαλλ, Ο ωιλλ πρεφερ

ηοµ. Χονδιτιον (9) ισ χλεαρλψ σατισ�εδ φορ �εΣ�ηετ < 0, οτηερωισε ιτ δεπενδσ

ον τηε ρελατιον βετωεεν �⊥εΦ� ανδ �εΣ�ηετ.

Χλεαρ−χυτ ρεσυλτσ χαν ονλψ βε δεριϖεδ ωηεν φυρτηερ σπεχιφψινγ τηε υνδερ−

λψινγ διστριβυτιον Γ. Ιφ ∀ ισ αγαιν υνιφορµλψ διστριβυτεδ οϖερ [��∀; �∀], τηε τοπ
πλαψερσ� ωιν προβαβιλιτψ υνδερ ηοµ ισ γιϖεν βψ Γ

�
�⊥εΦ�

�
= (2�∀2 + ϖΗ � ϖΛ) =

(4�∀2),14 βυτ υνδερ ηετ ιτ αµουντσ το

Γ
�
�εΣ�ηετ

�
Γ
�
�εΣ�ηετ

�
+ 2Γ

�
�εΣ�ηετ

� �
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

��
Γ
�
�⊥εΦ�

�

=
4�∀2
�
16�∀4 + (ϖΗ � ϖΛ)2

�
(ϖΗ � ϖΛ + 4�∀2)2 + (ϖΗ � ϖΛ)5

8�∀2
�
16�∀4 + (ϖΗ � ϖΛ)2

�2 ;

ωηιχη ισ στριχτλψ σµαλλερ τηαν (2�∀2 + ϖΗ � ϖΛ) = (4�∀2). Τηεσε �νδινγσ αρε

συµµαριζεδ ιν τηε φολλοωινγ προποσιτιον:

Προποσιτιον 3 Τηε τοπ πλαψερσ� ωιν προβαβιλιτψ ισ ηιγηερ υνδερ ηοµ τηαν

υνδερ ηετ, ι⁄ Γ
�
�⊥εΦ�

�
> Γ

�
�εΣ�ηετ

�2
=
�
Γ
�
�εΣ�ηετ

�2
+
�
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

��2�
. Ιφ

∀ ισ υνιφορµλψ διστριβυτεδ, τηισ χονδιτιον ισ σατισ�εδ.

Προποσιτιονσ 2 ανδ 3 τογετηερ σηοω τηατ, φορ τηε χασε οφ υνιφορµλψ δισ−

τριβυτεδ νοισε, δεσιγν ηοµ στριχτλψ δοµινατεσ δεσιγν ηετ ιν (Α) µαξιµιζινγ

τοταλ ε⁄ορτ ασ ωελλ ασ (Β) µαξιµιζινγ τηε τοπ πλαψερσ� ωιν προβαβιλιτψ. Τηισ

�νδινγ ισ ιν σηαρπ χοντραστ το τηατ οφ Γροη ετ αλ. (φορτηχοµινγ) φορ τηε αλλ−

παψ αυχτιον ωιτη χοµπλετε ινφορµατιον, ωηερε ηετ δοµινατεσ ηοµ ιν βοτη

διµενσιονσ (Α) ανδ (Β). Μψ ρεσυλτ αλσο στριχτλψ δι⁄ερσ φροµ τηε �νδινγ οφ

Ηχητλ ετ αλ. (2011) ον τηε Τυλλοχκ χοντεστ, ωηερε Ο φαχεσ α τραδε−ο⁄ χον−

χερνινγ οβϕεχτιϖεσ (Α) ανδ (Β): ηοµ ισ βεττερ τηαν ηετ φορ µαξιµιζινγ τοταλ

ε⁄ορτ, βυτ τηε τοπ πλαψερσ� ωιν προβαβιλιτψ ισ µαξιµιζεδ υνδερ ηετ. Αλτο−

γετηερ, τηισ χοµπαρισον δεµονστρατεσ τηατ τηε οπτιµαλ δεσιγν οφ ελιµινατιον

τουρναµεντσ χρυχιαλλψ δεπενδσ ον τηε κινδ οφ υνδερλψινγ χσφ.

14Αγαιν, � = 1 ισ ασσυµεδ το σαϖε νοτατιον.
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Ιν πρινχιπλε, τηε αλλ−παψ αυχτιον, χονσιδερεδ βψ Γροη ετ αλ. (φορτηχοµ−

ινγ), ανδ τηε Λαζεαρ−Ροσεν τουρναµεντ (ορ δι⁄ερενχε−φορµ χσφ), αναλψζεδ ιν

τηισ παπερ, βελονγ το τηε σαµε χσφ−χλασσ ανδ χαν, τηερεφορε, βε διρεχτλψ χοµ−

παρεδ ωιτη εαχη οτηερ. Ιφ ωε ασσυµε τηατ ∀ = 0 ιν (1), τηε Λαζεαρ−Ροσεν

τουρναµεντ ιµµεδιατελψ τυρνσ ιντο αν αλλ−παψ αυχτιον ωιτη χοµπλετε ινφορ−

µατιον. Μορεοϖερ, ωε χαν ιµαγινε τηατ τηε οργανιζερ Ο ηασ τηε ποσσιβιλιτψ

το χηοοσε βετωεεν δι⁄ερεντ µονιτορινγ τεχηνολογιεσ τηατ δι⁄ερ ιν πρεχισιον

ανδ χοστσ. Φορ σιµπλιχιτψ, Ι χονσιδερ τηε χασε οφ υνιφορµλψ διστριβυτεδ νοισε.

Τηεν, τηε ρελατιϖε περφορµανχε σιγναλ σ ηασ τηε πρεχισιον 1=ς αρ (∀) = 3=�∀2

ανδ ωε χαν χηαραχτεριζε α µονιτορινγ τεχηνολογψ ωιτη νοισε ∀ � Υ (��∀; �∀) βψ
τηε µονιτορινγ−χοστ φυνχτιον Χ (�∀) > 0 ωιτη Χ 0 (�∀) < 0 (ι.ε., τηε λεσσ πρεχισε

τηε περφορµανχε σιγναλ τηε λεσσ χοστλψ ωιλλ βε τηε υνδερλψινγ µονιτορινγ τεχη−

νολογψ). Ιν τηισ χασε, τηε υσε οφ αν αλλ−παψ αυχτιον (ι.ε., α τουρναµεντ ωιτη

περφεχτ µονιτορινγ) ισ ασσοχιατεδ ωιτη χοστσ Χ (0), ωηερεασ τηε Λαζεαρ−Ροσεν

τουρναµεντ ωιτη νοισε ∀0 � Υ (��∀0; �∀0) (�∀0 > 0) λεαδσ το µονιτορινγ χοστ

Χ (�∀0) < Χ (0).

Λετ ��τουρ δενοτε τοταλ ε⁄ορτ γενερατεδ βψ αν οπτιµαλλψ δεσιγνεδ Λαζεαρ−

Ροσεν τουρναµεντ (ι.ε., δεσιγν ηοµ) ωιτη νοισε ∀ � Υ (��∀; �∀), ανδ ��αλλ�παψ
τοταλ ε⁄ορτ γενερατεδ βψ αν οπτιµαλλψ δεσιγνεδ αλλ−παψ αυχτιον (ι.ε., δεσιγν

ηετ) γιϖεν τηε σαµε ε⁄ορτ−χοστ φυνχτιον ασ ιν τηε τουρναµεντ, χ (ε) = ε2=2.

Τηεν, ιτ χαν βε σηοων τηατ ��αλλ�παψ > �
�

τουρ (σεε τηε αππενδιξ). Φυρτηερµορε,

τηε αλλ−παψ αυχτιον αλσο δοµινατεσ τηε τουρναµεντ ιν τηε διµενσιον (Β): Ιν

τηε αλλ−παψ αυχτιον ωιτη οπτιµαλ δεσιγν ηετ, τηε τωο ϖΛ−πλαψερσ ιν τηε σεµι−

�ναλσ αντιχιπατε τηατ ποσσιβλε παρτιχιπατιον ιν τηε �ναλ ψιελδσ ζερο εξπεχτεδ

παψο⁄σ φορ τηεµ. Τηισ φαχτ µινιµιζεσ τηειρ ινχεντιϖεσ ιν τηε σεµι�ναλσ, σο

τηατ τηε τωο ϖΗ−πλαψερσ αλµοστ συρελψ ρεαχη τηε �ναλ. Ηενχε, τηε προβαβιλιτψ

τηατ α τοπ πλαψερ ωινσ τηε �ναλ ισ αππροξιµατελψ 1 ιν τηε αλλ−παψ αυχτιον. Ιν

τηε Λαζεαρ−Ροσεν τουρναµεντ ωιτη οπτιµαλ δεσιγν ηοµ, ηοωεϖερ, τηε �ναλ

ωιλλ βε βετωεεν α ϖΛ−πλαψερ ανδ α ϖΗ−πλαψερ, σο τηατ τηε τοπ πλαψερσ� ωιν

προβαβιλιτψ ισ στριχτλψ σµαλλερ τηαν 1. Αλτογετηερ, ωε οβταιν τηε φολλοωινγ

ρεσυλτ:
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Προποσιτιον 4 Ιφ Ο χαν χηοοσε βετωεεν αν αλλ−παψ αυχτιον ανδ α τουρνα−

µεντ ωιτη νοισε ∀0 � Υ (��∀0; �∀0) (�∀0 > 0), ηε ωιλλ πρεφερ τηε αλλ−παψ αυχτιον
γιϖεν τηατ µονιτορινγ δοεσ νοτ λεαδ το χοστσ. Ιφ, ηοωεϖερ, µονιτορινγ ισ χοστλψ

ανδ δεσχριβεδ βψ τηε µονιτορινγ−χοστ φυνχτιον Χ, τηε οργανιζερ Ο ωιλλ πρεφερ

τηε τουρναµεντ γιϖεν τηατ Χ (0)� Χ (�∀) ισ συ′χιεντλψ λαργε.

Νειτηερ τηε αλλ−παψ αυχτιον νορ τηε τουρναµεντ λεαδσ το α τραδε−ο⁄ βε−

τωεεν τηε οβϕεχτιϖεσ (Α) µαξιµιζινγ τοταλ εξπεχτεδ ε⁄ορτ ανδ (Β) µαξιµιζ−

ινγ τηε τοπ πλαψερσ� ωιν προβαβιλιτψ ωηεν Ο χηοοσεσ τηε οπτιµαλ δεσιγν. Σινχε

τηε αλλ−παψ αυχτιον δοµινατεσ τηε τουρναµεντ ιν βοτη διµενσιονσ (Α) ανδ

(Β), Ο ωιλλ υναµβιγυουσλψ πρεφερ τηε αλλ−παψ αυχτιον ιφ µονιτορινγ ισ φρεε.

Ηοωεϖερ, ιφ τηε αλλ−παψ αυχτιον υνδερ χοµπλετε ινφορµατιον ρεθυιρεσ µονιτορ−

ινγ χοστσ Χ (0), τηε οργανιζερ�σ πρεφερενχε ωιλλ χηανγε ιφ Χ (0) ισ προηιβιτιϖελψ

λαργε ρελατιϖε το Χ (�∀0) υνδερ α τουρναµεντ ωιτη ιµπρεχισε µονιτορινγ.

7 Χονχλυσιον

Μυλτι−σταγε ελιµινατιον τουρναµεντσ αρε οφτεν χοµβινεδ ωιτη εξπλιχιτ σεεδ−

ινγ ρυλεσ τηατ δετερµινε τηε ινιτιαλ παιρινγσ οφ πλαψερσ. Ιν σπορτινγ χοντεστσ,

ωε χαν φρεθυεντλψ οβσερϖε σεεδινγ ρυλεσ τηατ γενερατε µατχηεσ βετωεεν υν−

δερδογσ ανδ φαϖοριτεσ (σεε Γροη ετ αλ., φορτηχοµινγ). Συχη σεεδινγσ σηουλδ

πρεϖεντ τηατ φαϖοριτεσ µεετ εαχη οτηερ ιν τηε τουρναµεντ ϖερψ εαρλψ, ωηιχη

χουλδ δεστροψ συσπενσε αβουτ τηε ουτχοµε οφ τηε ωηολε τουρναµεντ. Ηοω−

εϖερ, ιτ ισ νοτ χλεαρ ωηετηερ συχη σεεδινγσ ινδεεδ µαξιµιζε εντερταινµεντ.

Ηετερογενεουσ σεεδινγσ χαν λεαδ το ρατηερ βορινγ µατχηεσ ατ τηε βεγιννινγ

οφ α τουρναµεντ σο τηατ τηε αυδιενχε σταψσ αωαψ ανδ ωαιτσ φορ µορε βαλανχεδ

µατχηεσ ιν λατερ ρουνδσ. Τηε ρεσυλτσ οφ τηισ παπερ σηοω τηατ, ινδεεδ, ηοµο−

γενεουσ σεεδινγσ µαψ βε οπτιµαλ το µαξιµιζε εντερταινµεντ ιφ σπεχτατορσ δο

νοτ ηαϖε α τοο στρονγ πρεφερενχε φορ α ηοµογενεουσ �ναλ.

Μορεοϖερ, υνβαλανχεδ χοµπετιτιον ανδ, ηενχε, λοω οϖεραλλ ε⁄ορτ λεϖελσ ιν

τηε βεγιννινγ οφ αν ελιµινατιον τουρναµεντ χαν λεαδ το ουτχοµεσ τηατ αρε

ηιγηλψ δετερµινεδ βψ λυχκ. Ασ α χονσεθυενχε, τηερε ισ α συβσταντιαλ προβα−
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βιλιτψ τηατ φαϖοριτεσ λοσε αγαινστ υνδερδογσ ιν εαρλψ ρουνδσ. Ιντυιτιϖελψ, ωε

χαν ιµαγινε τηατ υνδερδογσ ονλψ χηοοσε λοω ε⁄ορτσ ιν ηετερογενεουσ σεεδ−

ινγσ σινχε τηεψ αρε τηε πρεσυµαβλε λοσερσ ανψωαψ, σο τηατ τηε βεστ τηεψ χαν

δο ισ σαϖινγ ε⁄ορτ χοστσ. Ηοωεϖερ, τηε βεστ ρεσπονσε οφ τηε φαϖοριτεσ τηεν ισ

το ωιτηηολδ ε⁄ορτ ασ ωελλ. Ατ τηε ενδ, τηε ουτχοµε οφ εαρλψ ρουνδσ χαν βε

µαινλψ δετερµινεδ βψ λυχκ. Τηε �νδινγσ οφ τηισ παπερ φορ τηε σεττινγ ωιτη

υνιφορµλψ διστριβυτεδ νοισε χλεαρλψ συππορτσ τηισ φεαρ: Τηε προβαβιλιτψ τηατ

αν υνδερδογ ωινσ τηε τουρναµεντ ισ στριχτλψ ηιγηερ υνδερ τηε ηετερογενεουσ

σεεδινγ τηαν υνδερ τηε ηοµογενεουσ ονε.
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Αππενδιξ

Προοφ οφ Λεµµα 1:

Τηε ρεσυλτ χαν βε σηοων βψ χοντραδιχτιον. Συπποσε τηατ ΕΥΦ�ΗΗ > ΕΥ
Φ�
ΛΗ βυτ

εΣ�Η;ηετ < ε
Σ�
Λ;ηετ, ωηιχη ιµπλιεσ

ΕΥΦ�ΗΛ �
�
ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΗΗ

�
Γ
�
�εΣ�ηετ

�

< ΕΥΦ�ΛΛ �
�
ΕΥΦ�ΛΛ � ΕΥΦ�ΛΗ

�
Γ
�
�εΣ�ηετ

�

, ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΛΛ
(ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΛΛ)� (ΕΥΦ�ΗΗ � ΕΥΦ�ΛΗ)

< Γ
�
�εΣ�ηετ

�
(10)

ωιτη

�
ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΛΛ

�
�
�
ΕΥΦ�ΗΗ � ΕΥΦ�ΛΗ

�

= (ϖΗ � ϖΛ)
�
Γ
�
�⊥εΦ�

�
� 1
2

�
+
�
ϖ2Η + ϖ

2
Λ

� γ (0)2 � γ
�
�⊥εΦ�

�2

2�
> 0:(11)

Χονδιτιον (10) χαν ονλψ βε σατισ�εδ ιφ

ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΛΛ
(ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΛΛ)� (ΕΥΦ�ΗΗ � ΕΥΦ�ΛΗ)

< 1, ΕΥΦ�ΗΗ < ΕΥ
Φ�
ΛΗ ;

α χοντραδιχτιον.

Προοφ οφ Προποσιτιον 1:

(ι) �Σηοµ > �
Σ
ηετ χαν βε ρεωριττεν ασ

γ (0)
�
ΕΥΦ�ΗΛ + ΕΥ

Φ�
ΛΗ

�
>

γ
�
�εΣ�ηετ

� ��
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

�� �
ΕΥΦ�ΗΛ + ΕΥ

Φ�
ΛΛ

�
+
�
ΕΥΦ�ΗΗ + ΕΥ

Φ�
ΛΗ

�
Γ
�
�εΣ�ηετ

��
;

ωηιχη ισ τρυε ιφ

ΕΥΦ�ΗΛ+ΕΥ
Φ�
ΛΗ >

�
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

�� �
ΕΥΦ�ΗΛ + ΕΥ

Φ�
ΛΛ

�
+
�
ΕΥΦ�ΗΗ + ΕΥ

Φ�
ΛΗ

�
Γ
�
�εΣ�ηετ

�
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,
�
ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΗΗ

�
Γ
�
�εΣ�ηετ

�
>
�
ΕΥΦ�ΛΛ � ΕΥΦ�ΛΗ

� �
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

��
: (12)

Σινχε, αχχορδινγ το Λεµµα 1, �εΣ�ηετ > 0) Γ
�
�εΣ�ηετ

�
> 1=2 υνδερ ΕΥΦ�ΗΗ >

ΕΥΦ�ΛΗ , ινεθυαλιτψ (12) ισ σατισ�εδ βεχαυσε ΕΥ
Φ�
ΗΛ � ΕΥΦ�ΗΗ > ΕΥΦ�ΛΛ � ΕΥΦ�ΛΗ

(σεε (11)).

Ρεσυλτ (ιι) ισ προϖεν βψ χοντραδιχτιον. Συπποσε τηατ �Φηοµ > �
Φ
ηετ, ωηιχη

χαν βε ρεωριττεν ασ

ϖΛ

η
γ
�
�⊥εΦ�

� �
1� 2Γ

�
�εΣ�ηετ

� �
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

���
� 2γ (0)

�
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

��2ι

> ϖΗ

η
2γ (0)Γ

�
�εΣ�ηετ

�2 � γ
�
�⊥εΦ�

� �
1� 2Γ

�
�εΣ�ηετ

� �
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

���ι
:

Τηισ χονδιτιον χαν ονλψ βε σατισ�εδ ιφ

γ
�
�⊥εΦ�

� �
1� 2Γ

�
�εΣ�ηετ

� �
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

���
� 2γ (0)

�
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

��2

> 2γ (0)Γ
�
�εΣ�ηετ

�2 � γ
�
�⊥εΦ�

� �
1� 2Γ

�
�εΣ�ηετ

� �
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

���

, γ
�
�⊥εΦ�

�
> γ (0) ;

α χοντραδιχτιον.

Προοφ οφ Προποσιτιον 2:

Λετ πλαψερσ ι ανδ ϕ ωιτη ϖαλυατιονσ ϖι; ϖϕ 2 φϖΛ; ϖΗγ χοµπετε ιν τηε �ναλ.
Υσινγ τηε θυαδρατιχ χοστ φυνχτιον χ (ει) = ε2ι =2 ανδ τηε υνιφορµ διστριβυ−

τιον Γ (ξ) = (ξ+ �∀) = (2�∀) ιµµεδιατελψ σηοωσ τηατ βοτη πλαψερσ� οβϕεχτιϖε

φυνχτιονσ αρε στριχτλψ χονχαϖε σο τηατ τηε εθυιλιβριυµ ε⁄ορτσ ανδ τηε χορρε−

σπονδινγ εξπεχτεδ υτιλιτιεσ φροµ παρτιχιπατινγ ιν τηε �ναλ αρε

εΦ�ι =
ϖι
2�∀

ανδ ΕΥΦ�ιϕ =
ϖι (4�∀

2 + ϖι � 2ϖϕ)
8�∀2

ωιτη ι; ϕ 2 φΛ;Ηγ:

Ιν ορδερ το γυαραντεε τηατ εΦ�Η � εΦ�Λ 2 (��∀; �∀) ανδ ΕΥΦ�ιϕ > 0, Ι ιµποσε τηε

τεχηνιχαλ ρεστριχτιον

�∀2 >
ϖΗ
2
� ϖΛ
4
: (13)
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Χονσιδερ �ρστ δεσιγν ηοµ. Ιν τηε ϖΗ−σεµι�ναλ, τηε πλαψερσ� οβϕεχτιϖε

φυνχτιονσ χαν βε ωριττεν ασ φολλοωσ:

ΕΥΣΗ1Η2 =
εΣΗ1 � εΣΗ2 + �∀

2�∀
ΕΥΦ�ΗΛ �

�
εΣΗ1
�2

2

ΕΥΣΗ2Η1 =

�
1� ε

Σ
Η1
� εΣΗ2 + �∀
2�∀

�
ΕΥΦ�ΗΛ �

�
εΣΗ2
�2

2
:

Τηυσ, ιν εθυιλιβριυµ, εαχη ϖΗ−πλαψερ χηοοσεσ ε⁄ορτ ε
Σ�
Η;ηοµ = ΕΥΦ�ΗΛ= (2�∀)

ιν τηε σεµι�ναλ. Αναλογουσλψ, εθυιλιβριυµ ε⁄ορτ οφ εαχη παρτιχιπαντ ιν τηε

ϖΛ−σεµι�ναλ ισ γιϖεν βψ ε
Σ�
Λ;ηοµ = ΕΥ

Φ�
ΛΗ= (2�∀), σο τηατ ωε οβταιν

�Σηοµ + �
Φ
ηοµ =

2
�
ΕΥΦ�ΗΛ + ΕΥ

Φ�
ΛΗ

�
+ ϖΗ + ϖΛ

2�∀

=
8�∀2 (ϖΗ + ϖΛ) + ϖ

2
Η � 4ϖΗϖΛ + ϖ2Λ

8�∀3
: (14)

Νοω ωε χονσιδερ δεσιγν ηετ. Τηε παρτιχιπαντσ οφ τηε �ρστ σεµι�ναλ µαξ−

ιµιζε

ΕΥΣ1ΗΛ =
εΣ1Η � εΣ1Λ + �∀

2�∀

�
εΣ2Η � εΣ2Λ + �∀

2�∀
ΕΥΦ�ΗΗ

+

�
1� ε

Σ2
Η � εΣ2Λ + �∀

2�∀

�
ΕΥΦ�ΗΛ

�
�
�
εΣ1Η
�2

2

ΕΥΣ1ΛΗ =

�
1� ε

Σ1
Η � εΣ1Λ + �∀

2�∀

��
εΣ2Η � εΣ2Λ + �∀

2�∀
ΕΥΦ�ΛΗ

+

�
1� ε

Σ2
Η � εΣ2Λ + �∀

2�∀

�
ΕΥΦ�ΛΛ

�
�
�
εΣ1Λ
�2

2
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ανδ τηε παρτιχιπαντσ οφ τηε σεχονδ σεµι�ναλ

ΕΥΣ2ΗΛ =
εΣ2Η � εΣ2Λ + �∀

2�∀

�
εΣ1Η � εΣ1Λ + �∀

2�∀
ΕΥΦ�ΗΗ

+

�
1� ε

Σ1
Η � εΣ1Λ + �∀

2�∀

�
ΕΥΦ�ΗΛ

�
�
�
εΣ2Η
�2

2

ΕΥΣ2ΛΗ =

�
1� ε

Σ2
Η � εΣ2Λ + �∀

2�∀

��
εΣ1Η � εΣ1Λ + �∀

2�∀
ΕΥΦ�ΛΗ

+

�
1� ε

Σ1
Η � εΣ1Λ + �∀

2�∀

�
ΕΥΦ�ΛΛ

�
�
�
εΣ2Λ
�2

2
:

Σινχε αλλ οβϕεχτιϖε φυνχτιονσ αρε στριχτλψ χονχαϖε, τηε εθυιλιβριυµ ε⁄ορτσ αρε

δεσχριβεδ βψ τηε φουρ �ρστ−ορδερ χονδιτιονσ, ωηιχη ψιελδ15

εΣ1�Η = εΣ2�Η =
ΕΥΦ�ΗΛΕΥ

Φ�
ΛΗ � ΕΥΦ�ΗΗΕΥΦ�ΛΛ + 2�∀2

�
ΕΥΦ�ΗΗ + ΕΥ

Φ�
ΗΛ

�

8�∀3 � 2�∀ (ΕΥΦ�ΗΗ + ΕΥΦ�ΛΛ � ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΛΗ)

=
16�∀4 (4�∀2 � ϖΛ)� ϖΛ (ϖΗ � ϖΛ)2

16�∀3
�
16�∀4 + (ϖΗ � ϖΛ)2

� ϖΗ =: ε
Σ�
Η;ηετ

εΣ1�Λ = εΣ2�Λ =
ΕΥΦ�ΗΛΕΥ

Φ�
ΛΗ � ΕΥΦ�ΗΗΕΥΦ�ΛΛ + 2�∀2

�
ΕΥΦ�ΛΛ + ΕΥ

Φ�
ΛΗ

�

8�∀3 � 2�∀ (ΕΥΦ�ΗΗ + ΕΥΦ�ΛΛ � ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΛΗ)

=
16�∀4 (4�∀2 � ϖΗ)� ϖΗ (ϖΗ � ϖΛ)2

16�∀3
�
16�∀4 + (ϖΗ � ϖΛ)2

� ϖΛ =: ε
Σ�
Λ;ηετ:

Αλτογετηερ, εξπεχτεδ τοταλ ε⁄ορτ φροµ σεεδινγ ηετ αµουντσ το

�Σηετ + �
Φ
ηετ =

2εΣ�Η;ηετ + 2ε
Σ�
Λ;ηετ + 2ε

Φ�
Η Γ

�
εΣ�Η;ηετ � εΣ�Λ;ηετ

�2
+ 2εΦ�Λ

�
1�Γ

�
εΣ�Η;ηετ � εΣ�Λ;ηετ

��2

+
�
εΦ�Η + εΦ�Λ

�
2Γ
�
εΣ�Η;ηετ � εΣ�Λ;ηετ

� �
1�Γ

�
εΣ�Η;ηετ � εΣ�Λ;ηετ

��
=

64�∀6 (ϖΗ + ϖΛ) + 8�∀
4 (ϖ2Η + ϖ

2
Λ � 4ϖΗϖΛ) + (2�∀2 (ϖΗ + ϖΛ)� ϖΗϖΛ) (ϖΗ � ϖΛ)2

4�∀3
�
16�∀4 + (ϖΗ � ϖΛ)2

� :

15Χονδιτιον (13) ενσυρεσ τηατ εΣ�Η;ηετ � εΣ�Λ;ηετ 2 (��∀;�∀).
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Τηε διρεχτ χοµπαρισον οφ τοταλ εξπεχτεδ ε⁄ορτσ σηοωσ τηατ

�Σηοµ + �
Φ
ηοµ > �

Σ
ηετ + �

Φ
ηετ ,

(ϖΗ � ϖΛ)2
�
4�∀2 (ϖΗ + ϖΛ) + (ϖΗ � ϖΛ)2

�
> 0

ισ τρυε.

Προοφ οφ Προποσιτιον 4:

Γροη ετ αλ. (φορτηχοµινγ) σηοω τηατ ιτ ισ οπτιµαλ φορ τηε τουρναµεντ ορ−

γανιζερ το χηοοσε δεσιγν ηετ το µαξιµιζε τοταλ εξπεχτεδ ε⁄ορτ. Υνδερ τηισ

δεσιγν, τηε τωο ϖΛ−πλαψερσ αντιχιπατε ιν τηε σεµι�ναλσ τηατ τηεψ ωιλλ ηαϖε α

ζερο εξπεχτεδ παψο⁄ φροµ παρτιχιπατινγ ιν τηε �ναλ, ιρρεσπεχτιϖε οφ τηε τψπε οφ

τηειρ οππονεντ. Χονσεθυεντλψ, τηεψ χηοοσε µινιµαλ ε⁄ορτσ ιν τηε σεµι�ναλσ.

Τηε τωο ϖΗ−πλαψερσ αντιχιπατε τηατ τηεψ ωιλλ µεετ εαχη οτηερ ιν τηε �ναλ

αλµοστ συρελψ ανδ ωιν τηειρ ρεσπεχτιϖε σεµι�ναλ ωιτη ϖερψ λοω ε⁄ορτσ. Τοταλ

εξπεχτεδ ε⁄ορτ υνδερ ηετ ισ τηυσ αππροξιµατελψ γιϖεν βψ τηε τωο ϖΗ−πλαψερσ�

εθυιλιβριυµ ε⁄ορτ χηοιχεσ ιν τηε �ναλ.

Ιν α σψµµετριχ αλλ−παψ αυχτιον ωιτη χοµπλετε ινφορµατιον ιν ωηιχη πλαψ−

ερσ χαν χηοοσε νον−νεγατιϖε ε⁄ορτσ ωιτηουτ ρεστριχτιον, ονλψ µιξεδ−στρατεγψ

εθυιλιβρια εξιστ (σεε, ε.γ., Βαψε ετ αλ. 1996; Κονραδ 2009, Σεχτιον 2.1). Ιν

χασε οφ α χονϖεξ χοστ φυνχτιον, χ (ε), ανδ τωο ηοµογενεουσ χοντεσταντσ ωιτη

ωιννερ πριζε ϖΗ τηε εθυιλιβριυµ στρατεγψ οφ εαχη ϖΗ−πλαψερ ιν τηε �ναλ ισ

γιϖεν βψ τηε χδφ Φ (ε) = χ (ε) =ϖΗ ωιτη ε 2 [0; χ�1 (ϖΗ)] (Καπλαν ετ αλ. 2003;
Κονραδ 2009, π. 27). Ηενχε, τοταλ εξπεχτεδ ε⁄ορτ φροµ τηε αλλ−παψ αυχτιον

αµουντσ το

��αλλ�παψ = 2 �
Ζ χ�1(ϖΗ)

0

ε � χ
0 (ε)

ϖΗ
δε =

2
5

2ϖ
1

2

Η

3
;

ωηερε τηε λαστ εθυαλιτψ φολλοωσ φροµ τηε σπεχι�χ χοστ φυνχτιον χ (ε) = ε2=2.

Ρεχαλλ τηατ ιν τηε τουρναµεντ σεττινγ χονσιδερεδ ιν τηισ παπερ, γιϖεν υνι−

φορµλψ διστριβυτεδ ∀, δεσιγν ηοµ ισ οπτιµαλ φορ τηε οργανιζερ Ο το µαξιµιζε

τοταλ εξπεχτεδ ε⁄ορτ. Τηισ ε⁄ορτ ��τουρ = �
Σ
ηοµ + �

Φ
ηοµ ισ δεσχριβεδ βψ (14).
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Τηε χλαιµ ��τουρ < �
�

αλλ�παψ χαν βε σηοων βψ χοντραδιχτιον. Συπποσε τηατ

��τουρ > ��αλλ�παψ ,

ϖ2Η � 4ϖΗϖΛ + ϖ2Λ > 8�∀2
�
32
π
2ϖΗ
3

�∀� (ϖΗ + ϖΛ)
�
: (15)

Τηε ριγητ−ηανδ σιδε ισ ποσιτιϖε σινχε

�∀ >
3 (ϖΗ + ϖΛ)

32
π
2ϖΗ

ισ τρυε δυε το �∀
(13)
>
π

ϖΗ
2
� ϖΛ

4
> 3 (ϖΗ + ϖΛ) =[32

π
2ϖΗ ]. Ινσερτινγ φορ τηε

βεστ ποσσιβλε χασε, �∀ =
π

ϖΗ
2
� ϖΛ

4
, ιν (15) ανδ ρεωριτινγ ψιελδσ

5ϖ2Η � ϖ2Λ � 2ϖΗϖΛ �
32

3

π
2ϖΗ (2ϖΗ � ϖΛ)

3

2 > 0:

Ρεπλαχινγ ϖΗ βψ αϖΛ ωιτη α > 1, λεαδσ το

5α2 � 2α� 32
3

π
2α (2α� 1)

3

2 � 1 > 0;

ωηιχη ισ φαλσε.
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Αδδιτιοναλ παγεσ φορ τηε ρεφερεεσ

Χονδιτιον ΕΥΦ�ΗΗ > ΕΥ
Φ�
ΛΗ υνδερ αδδιτιϖε ηετερογενειτψ:

Ασσυµε αγαιν τηατ τηε τουρναµεντ οργανιζερ Ο µακεσ υσε οφ α ρελατιϖε−

περφορµανχε σιγναλ ωηιχη ειτηερ ινδιχατεσ τηατ πλαψερ ι (σ = σι) ορ πλαψερ ϕ

(σ = σϕ) ηασ περφορµεδ βεττερ. Λετ τηισ σιγναλ βε γιϖεν βψ

σ =

(
σι ιφ ει + αι � εϕ � αϕ > ∀
σϕ ιφ ει + αι � εϕ � αϕ < ∀;

ωιτη αι ανδ αϕ ασ τηε πλαψερσ� αβιλιτιεσ. Ι ασσυµε τηατ πλαψερσ ηαϖε α υνιφορµ

τουρναµεντ πριζε ϖ ανδ τηατ τηερε αρε τωο ηιγη−αβιλιτψ πλαψερσ (αι = αΗ > 0)

ανδ τωο λοω−αβιλιτψ ονεσ (αι = αΛ 2 (0; αΗ)).
Ιν τηε �ναλ, τηε τωο παρτιχιπαντσ ι ανδ ϕ µαξιµιζε τηειρ οβϕεχτιϖε φυνχ−

τιονσ

ΕΥΦι
�
εΦι ; ε

Φ
ϕ

�
= ϖ �Γ

�
εΦι + αι � εΦϕ � αϕ

�
� χ

�
εΦι
�

ΕΥΦϕ
�
εΦϕ ; ε

Φ
ι

�
= ϖ �

�
1�Γ

�
εΦι + αι � εΦϕ � αϕ

��
� χ

�
εΦϕ
�
:

Λετ, αγαιν, αν εθυιλιβριυµ ιν πυρε στρατεγιεσ εξιστ. Ιν τηατ χασε, τηισ εθυιλιβ−

ριυµ
�
εΦ�ι ; ε

Φ�
ϕ

�
χαν βε δεσχριβεδ βψ τηε �ρστ−ορδερ χονδιτιονσ

ϖγ
�
εΦ�ι + αι � εΦ�ϕ � αϕ

�
= χ0

�
εΦ�ι
�
= χ0

�
εΦ�ϕ
�
:

Ηενχε, ιν εθυιλιβριυµ, πλαψερσ αλωαψσ χηοοσε ιδεντιχαλ ε⁄ορτσ ιν τηε �ναλ:

�
εΦ�ι ; ε

Φ�
ϕ

�
=

8
<

:

�
ϖγ(0)
�
; ϖγ(0)

�

�
ιφ αι = αϕ�

ϖγ(�α)
�
; ϖγ(�α)

�

�
ιφ αι 6= αϕ
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ωιτη �α := αΗ � αΛ. Τηε χορρεσπονδινγ εξπεχτεδ υτιλιτιεσ ρεαδ ασ φολλοωσ:16

ΕΥΦ�ΗΗ = ΕΥΦ�ΛΛ =
ϖ

2
� ϖ

2γ (0)2

2�

ΕΥΦ�ΗΛ = ϖΓ (�α)� ϖ
2γ (�α)2

2�

ΕΥΦ�ΛΗ = ϖ [1�Γ (�α)]� ϖ
2γ (�α)2

2�

ωιτη

ΕΥΦ�ΗΛ > ΕΥ
Φ�
ΗΗ = ΕΥ

Φ�
ΛΛ ανδ ΕΥΦ�ΗΛ > ΕΥ

Φ�
ΛΗ :

Υνδερ τηε δεσιγν ηοµ, τηε εξπεχτεδ υτιλιτιεσ οφ τηε τωο ηιγη−αβιλιτψ πλαψ−

ερσ ιν τηε σεµι�ναλ αρε γιϖεν βψ

ΕΥΣΗ1Η2 = Γ
�
εΣΗ1 � ε

Σ
Η2

�
ΕΥΦ�ΗΛ � χ

�
εΣΗ1
�

ΕΥΣΗ2Η1 =
�
1�Γ

�
εΣΗ1 � ε

Σ
Η2

��
ΕΥΦ�ΗΛ � χ

�
εΣΗ2
�
;

ψιελδινγ εθυιλιβριυµ ε⁄ορτσ εΣ�Η1 = ε
Σ�
Η2
= εΣ�Η;ηοµ :=

�
γ (0)ΕΥΦ�ΗΛ

�
=�. Αναλο−

γουσλψ, ιν τηε σεµι�ναλ βετωεεν τηε τωο λοω−αβιλιτψ πλαψερσ, εαχη παρτιχιπαντ

χηοοσεσ εΣ�Λ;ηοµ =
�
γ (0)ΕΥΦ�ΛΗ

�
=� ιν εθυιλιβριυµ. Τοταλ ε⁄ορτσ ιν τηε σεµι�−

ναλ, �Σηοµ, ανδ ιν τηε �ναλ, �
Φ
ηοµ, αµουντ το

17

�Σηοµ =
2γ (0)

�

�
ΕΥΦ�ΗΛ + ΕΥ

Φ�
ΛΗ

�
=
2γ (0)

�

 

ϖ � ϖ
2γ (�α)2

�

!

ανδ �Φηοµ = 2
ϖγ (�α)

�
:

Υνδερ τηε δεσιγν ηετ, τηε πλαψερσ� οβϕεχτιϖε φυνχτιονσ ιν σεµι�ναλ 1 αρε

16Λετ ϖ βε συ′χιεντλψ σµαλλ το γυαραντεε στριχτλψ ποσιτιϖε ϖαλυεσ.
17Λετ, αγαιν, ϖ βε συ′χιεντλψ σµαλλ το γυαραντεε στριχτλψ ποσιτιϖε ϖαλυεσ.
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γιϖεν βψ

ΕΥΣ1ΗΛ = Γ
�
�εΣ1 +�α

�
(Γ
�
�εΣ2 +�α

�
ΕΥΦ�ΗΗ

+
�
1�Γ

�
�εΣ2 +�α

��
ΕΥΦ�ΗΛ)� χ

�
εΣ1Η
�

ανδ

ΕΥΣ1ΛΗ =
�
1�Γ

�
�εΣ1 +�α

��
(ΕΥΦ�ΛΗΓ

�
�εΣ2 +�α

�

+
�
1�Γ

�
�εΣ2 +�α

��
ΕΥΦ�ΛΛ)� χ

�
εΣ1Λ
�
:

Τηε �ρστ−ορδερ χονδιτιονσ σηοω τηατ, ιφ πλαψερσ οφ τηε σαµε τψπε βεηαϖε

ιδεντιχαλλψ ιν εθυιλιβριυµ, ε⁄ορτσ ιν τηισ σψµµετριχ εθυιλιβριυµ αρε δεσχριβεδ

βψ

εΣ�Η;ηετ =
γ
�
�εΣ�ηετ +�α

�

�

�
ΕΥΦ�ΗΛ �

�
ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΗΗ

�
Γ
�
�εΣ�ηετ +�α

��

εΣ�Λ;ηετ =
γ
�
�εΣ�ηετ +�α

�

�

�
ΕΥΦ�ΛΛ �

�
ΕΥΦ�ΛΛ � ΕΥΦ�ΛΗ

�
Γ
�
�εΣ�ηετ +�α

��

ωιτη �εΣ�ηετ := ε
Σ�
Η;ηετ � εΣ�Λ;ηετ. Ωε ηαϖε

εΣ�Η;ηετ > ε
Σ�
Λ;ηετ , ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΛΛ >

[
�
ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΛΛ

�
�
�
ΕΥΦ�ΗΗ � ΕΥΦ�ΛΗ

�
]Γ
�
�εΣ�ηετ +�α

�
,

ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΛΛ
(ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΛΛ)� (ΕΥΦ�ΗΗ � ΕΥΦ�ΛΗ)

> Γ
�
�εΣ�ηετ +�α

�

ωιτη

�
ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΛΛ

�
�
�
ΕΥΦ�ΗΗ � ΕΥΦ�ΛΗ

�
=
ϖ2

�

�
γ (0)2 � γ (�α)2

�
> 0

Ηενχε, α συ′χιεντ χονδιτιον φορ εΣ�Η;ηετ > ε
Σ�
Λ;ηετ ισ γιϖεν βψ

ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΛΛ
(ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΛΛ)� (ΕΥΦ�ΗΗ � ΕΥΦ�ΛΗ)

> 1,

ΕΥΦ�ΗΗ > ΕΥ
Φ�
ΛΗ ,

2�
1
2
� [1�Γ (�α)]
γ (0)2 � γ (�α)2

> ϖ;
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τηε χονδιτιον υσεδ ιν τηε φοοτνοτε.

Αλλ εθυιλιβριυµ ε⁄ορτσ φροµ βοτη ηετερογενεουσ σεµι�ναλσ συµ υπ το

�Σηετ = 2
γ
�
�εΣ�ηετ +�α

�

�
[
�
ΕΥΦ�ΗΛ + ΕΥ

Φ�
ΛΛ

� �
1�Γ

�
�εΣ�ηετ +�α

��

+
�
ΕΥΦ�ΗΗ + ΕΥ

Φ�
ΛΗ

�
Γ
�
�εΣ�ηετ +�α

�
]

= 2
γ
�
�εΣ�ηετ +�α

�

�
[
�
ΕΥΦ�ΗΛ + ΕΥ

Φ�
ΛΛ

�

+
�
ΕΥΦ�ΗΗ + ΕΥ

Φ�
ΛΗ � ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΛΛ

�
Γ
�
�εΣ�ηετ +�α

�
]:

Τηε εξπεχτεδ ε⁄ορτσ φροµ τηε συβσεθυεντ �ναλ αµουντ το

�Φηετ = Γ
�
�εΣ�ηετ

�2
2
ϖγ (0)

�

+
�
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

��2
2
ϖγ (0)

�

+2Γ
�
�εΣ�ηετ

� �
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

��
2
ϖγ (�α)

�

= 2
ϖγ (0)

�

�
Γ
�
�εΣ�ηετ

�2
+
�
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

��2�

+2Γ
�
�εΣ�ηετ

� �
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

��
2
ϖγ (�α)

�
:

Πλαψερσ χηοοσε λοωερ ορ εθυαλ ε⁄ορτσ ιν τηε ηοµ−�ναλ τηαν ιν τηε ηετ−�ναλ

ιφ

�Φηοµ = 2
ϖγ (�α)

�
� 2ϖγ (0)

�

�
Γ
�
�εΣ�ηετ

�2
+
�
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

��2�

+2Γ
�
�εΣ�ηετ

� �
1�Γ

�
�εΣ�ηετ

��
2
ϖγ (�α)

�
= �Φηετ ,

γ (�α) � γ (0) ;

ωηιχη ισ τρυε. Χοµπαρισον οφ τοταλ ε⁄ορτσ φροµ τηε σεµι�ναλ ψιελδσ

�Σηοµ > �
Σ
ηετ , γ (0)

�
ΕΥΦ�ΗΛ + ΕΥ

Φ�
ΛΗ

�
>

γ
�
�εΣ�ηετ +�α

�
[
�
ΕΥΦ�ΗΛ + ΕΥ

Φ�
ΛΛ

� �
1�Γ

�
�εΣ�ηετ +�α

��

+
�
ΕΥΦ�ΗΗ + ΕΥ

Φ�
ΛΗ

�
Γ
�
�εΣ�ηετ +�α

�
];
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ωηιχη ισ τρυε ιφ

�
ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΗΗ

�
Γ
�
�εΣ�ηετ +�α

�
>
�
ΕΥΦ�ΛΛ � ΕΥΦ�ΛΗ

� �
1�Γ

�
�εΣ�ηετ +�α

��
:

Ρεχαλλ τηατ υνδερΕΥΦ�ΗΗ > ΕΥ
Φ�
ΛΗ , ϖ < 2�

1

2
�[1�Γ(�α)]

γ(0)2�γ(�α)2
ωε ηαϖε�εΣ�ηετ > 0, σο

τηατ Γ
�
�εΣ�ηετ +�α

�
> 1=2 ανδ, τηυσ, τηε λαστ ινεθυαλιτψ ισ σατισ�εδ βεχαυσε

ΕΥΦ�ΗΛ � ΕΥΦ�ΗΗ > ΕΥΦ�ΛΛ � ΕΥΦ�ΛΗ (σεε αβοϖε).
Αλτογετηερ, τηε σεττινγ ωιτη αδδιτιϖε ηετερογενειτψ λεαδσ το εξαχτλψ τηε

σαµε ρεσυλτσ ασ Προποσιτιον 1 αβοϖε.
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