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R�esum�e

Nous �etudions des familles de distributions bivari�ees du revenu et

de l'âge, mais aussi du statut professionnel par l'interm�ediaire de leurs

densit�es marginales et conditionnelles sur plusieurs ann�ees. Un concept

d'invariance est introduit a�n de d�ecrire l'�evolution dans le temps de ces

distributions. Une estimation non param�etrique est r�ealis�ee en utilisant

des estimateurs fonctionnels �a noyau obtenus en s�electionnant des fenêtres

optimales. Les donn�ees se composent d'�echantillons en coupe transversale

provenant de la population des m�enages britanniques au cours des ann�ees

1968 �a 1995.
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1 Introduction

En �economie, commedans d'autres champs d'application, il est d'une importance
majeure d'analyser la distribution du revenu et de variables socio-�economiques
apparent�ees. Le terme \variables apparent�ees" d�esigne des caract�eristiques de
la population, telles que l'âge, la taille de la famille, le statut professionnel, etc
..., qui sont fortement corr�el�ees au revenu et qui jouent un rôle important dans
de nombreux mod�eles �economiques.

Dans cet article, notre �etude porte principalement sur l'�etude du revenu et des
caract�eristiques des m�enages en Grande Bretagne. Les donn�ees proviennent de
l'enquête Family Expenditure Survey (FES) conduite au cours des ann�ees 1968
�a 1995. Des enquêtes similaires ont �et�e men�ees dans d'autres pays comme, par
exemple, l'Enquête Budget Famille en France (voir section 2); elles pourraient
être analys�ees de fa�con analogue.

Une litt�erature abondante traite des distributions du revenu. Beaucoup de
travaux th�eoriques et appliqu�es partent du point de vue de l'analyse du bien-
être, voir, entre autres, Gottschalk et Smeeding (1997). Ces travaux ont pour
objet de mesurer l' \in�egalit�e" de la distribution du revenu parmi des populations
donn�ees. Une approche usuelle consiste �a construire des param�etres sp�eci�ques
qui quanti�ent le degr�e d'in�egalit�e, comme les quantiles de la distribution du
revenu, le coe�cient de Gini, la courbe de Lorentz, voir Atkinson (1983). Ces
param�etres sont compar�es d'un pays �a un autre et leur �evolution dans le temps
est �etudi�ee. 1

Des variables telles que le revenu, l'âge, la taille de la famille jouent aussi un
rôle important en analyse de la demande. Elles in
uencent de fa�con d�eterminante
le budget domestique des biens de consommation (tels que les produits ali-
mentaires, les carburants, les transports, les services, etc...). Ce qu'on apelle
\syst�emes de demande", voir entre autres Deaton et Muellbauer (1981) ou Blun-
dell et al. (1993), mod�elisent la consommation d'un foyer particulier comme une
fonction de ces variables et des prix. Un probl�eme important en macro�economie
consiste �a mod�eliser l'�evolution temporelle de la consommation moyenne de la
population. Pour mod�eliser la consommationmoyenne, on utilise de fa�con usuelle
les mod�eles autor�egressifs bas�es sur le revenumoyen, voir Deaton (1992). D'autre
part, il est clair que les modi�cations de la consommation moyenne d�ependent
g�en�eralement des modi�cations de la distribution toute enti�ere du revenu. Sup-
poser que cette distribution ne rentre dans l'analyse que par l'interm�ediaire
de sa moyenne est une d�emarche simpli�catrice. En fait, dans la litt�erature

1Dans ces travaux, on s'int�eresse d'habitude �a l'analyse du revenu \individuel". En r�egle
g�en�erale, un tel revenu individuel est �etabli �a partir du revenu des m�enages en utilisant ce
qu'on appelle des �echelles d'�equivalence. Dans cet article, nous n'adoptons pas cette approche.

2



�economique, on note une controverse au sujet de l'in
uence additionnelle que
pourraient avoir des e�ets de distribution comme l' \in�egalit�e croissante" du
revenu. Hildenbrand et Kneip (1997) proposent une approche g�en�erale pour
mod�eliser l'in
uence des distributions du revenu et des caract�eristiques de la
population sur la consommation lorsque ces distributions �evoluent dans le temps.
L'id�ee fondamentale consiste �a chercher des invariances dans le temps de telles
distributions. L'exemple suivant en donne une illustration. Soit f1; f2; : : : les
densit�es du revenu en di��erentes ann�ees t = 1; 2; : : : . En g�en�eral, lorsque les
distributions �evoluent dans le temps et qu'elles ne rentrent dans l'analyse que
par l'interm�ediaire de leur moyenne, on n'obtient des r�esultats satisfaisants que
si l'on a l'invariance des distributions du revenu relatif :

�xt ft(�xtx) = �xs fs(�xsx) pour les ann�ees t; s

o�u �xt d�esigne le revenu moyen de l'ann�ee t. Alors, les �evolutions des distribu-
tions du revenu sont compl�etement param�etris�ees par leur moyenne �xt puisque
la densit�e du revenu relatif xt=�xt ne change pas dans le temps.

La notion d'invariance introduite ci-dessus nous am�ene �a poser une condi-
tion sp�eci�que sur l'�evolution des densit�es du revenu dans le temps. Nous mon-
trerons plus loin que cette transformation simple peut d�ej�a apporter une premi�ere
approximation raisonnable, et que l'on peut am�eliorer l'invariance en utilisant
d'autres transformations plus g�en�erales du revenu aussi bien que d'autres vari-
ables concommitantes. En g�en�eral, la recherche de l'invariance des densit�es
transform�ees de fa�con appropri�ee peut se r�esumer par l'�enonc�e suivant : �etant

donn�es des �echantillons annuels d'observations, trouver une famille de trans-

formations simples qui conduisent �a une famille de densit�es �a �evoluer tr�es peu

dans le temps. Une transformation simple satisfait le principe de parcimonie si
elle d�epend seulement de peu de param�etres qui peuvent �evoluer dans le temps.
L'id�eal serait que ces param�etres puissent s'interpr�eter en termes �economiques
(comme la moyene ou la variance de la distribution du revenu). De plus, leur
interpr�etation pourrait se r�ev�eler pertinente dans l'analyse des pr�edictions de
transformations futures (donc des densit�es futures du revenu) �a partir du pass�e.

Avant de pouvoir chercher des transformations des densit�es du revenu, le
probl�eme qui se pose �a nous est celui de l'estimation de la densit�e. Il s'av�ere
que l'on ne peut pas consid�erer ces densit�es comme une forme param�etrique
simple sauf pour des sous-groupes particuliers de la population. Elles doivent
alors être estim�ees de fa�con non param�etrique. La litt�erature dans le domaine de
l'estimation non param�etrique de la densit�e est abondante, et plusieurs m�ethodes
di��erentes ont �et�e d�evelopp�ees, voir Silverman (1986). La m�ethode la plus large-
ment admise et la plus simple �a concevoir est la m�ethode de l'estimation �a
noyau de la densit�e. De plus, d'apr�es notre exp�erience (et nous pouvons aussi le
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montrer math�ematiquement), lorsque les �echantillons sont de taille �elev�ee, les es-
timations sont proches les unes des autres bien que les estimateurs soient d�eriv�es
de m�ethodes non param�etriques di��erentes. Nous disposons de tels �echantillons
que nous d�ecrivons plus loin en section 2.

Les transformations examin�ees en section 4 et 5 sont bas�ees sur des m�ethodes
simples, comme la standardisation ou encore la transformation logarithmique.
La performance des transformations est g�en�eralement am�elior�ee en partitionnant
la population en sous-groupes. Dans plusieurs cas, on peut argumenter, que,
de cette mani�ere, l'invariance est d�ej�a atteinte de fa�con satisfaisante, alors que
pour d'autres variables telles que le revenu, l'utilisation de transformations reste
indispensable.

Dans cet article, il reste quelques points �a �eclairer par les recherches �a venir,
tels que le probl�eme de la pr�ediction des densit�es futures et l'�elaboration de
m�ethodes plus g�en�erales pour trouver une transformation appropri�ee. Nous nous
r�ef�erons �a un article de Kneip et Utikal (1998) pour une solution math�ematique
de ce probl�eme, bas�ee sur l'analyse semi param�etrique d'une famille g�en�erale de
transformations d'�echelle. Les implications �economiques de ces r�esultats restent
jusqu'�a ce jour inexplor�ees.

2 Les Donn�ees

Dans les sections suivantes, les analyses sont conduites sur la base des donn�ees
provenant de l'enquête britannique Family Expenditure Survey (FES). Cette
enquête est e�ectu�ee chaque ann�ee depuis 1957, �a l'initiative du gouvernement
britannique. Chaque ann�ee, environ 7000 m�enages, ce qui revient �a 0.5 % des
m�enages britanniques, notent leurs d�epenses concernant une grande vari�et�e de
biens de consommantion, comme le pain, di��erentes sortes de viande, par exem-
ple. Un \m�enage" est d�e�ni globalement comme un groupe de personnes vivant
sous le même toit et qui partagent au moins un repas commun. Les informations
sont recueillies au moyen d'entretiens avec les membres du foyer, mais aussi �a
partir d' \agendas" dans lesquels les personnes interrog�ees ont not�e toutes leurs
d�epenses sur une p�eriode de quartorze jours. Le taux de r�eponses se situe au-
tour de 68 % de tous les m�enages s�electionn�es et varie chaque ann�ee. Dans
cette enquête, se trouvent �egalement des informations sur les di��erentes formes
du revenu ainsi que sur d'autres caract�eristiques des m�enages. A�n de d�e�nir
pr�ecis�ement les variables, les unit�es exp�erimentales, les mod�eles d'�echantillonage,
le travail d'enquête, la con�dentialit�e et la �abilit�e de l'information, entre autres,
nous nous r�ef�erons au manuel de l'enquête FES publi�e annuellement comme �a
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l'ouvrage de Kemsley et al., Family Survey Handbook (1980).

Dans cette �etude, nous utilisons des informations sur le revenu des m�enages
ainsi que sur l'âge et le statut professionnel du chef de m�enage. On d�esigne par
\chef de m�enage" l'�epoux d'un couple mari�e; dans tous les autres cas, il s'agit
principalement de la personne qui poss�ede ou qui loue le lieu de r�esidence. Nous
disposons de la variable de revenu net, c'est �a dire du revenu disponible hebdo-
madaire des m�enages, ce qui revient essentiellement au revenu brut minor�e des
taxes et des charges de S�ecurit�e Sociale. Notons cependant, que les cotisations
retraite n'ont pas �et�e d�eduites du revenu brut.

Des enquêtes similaires ont �et�e men�ees dans d'autres pays, comme le CEX
(Etats-Unis), EPF (Espagne), EBF (France). Toutes ces enquêtes sont dites
en coupe transversale (c'est �a dire qu'elles portent sur di��erents m�enages �a
di��erentes ann�ees). Elles sont consid�erablement di��erentes des enquêtes de
panel, dans lesquelles une cohorte de m�enages est �etudi�ee sur une p�eriode donn�ee,
comme cela a d�ej�a �et�e fait dans le PSID (Etats-Unis) et le GSEP (Allemagne).

Le lecteur n�eophyte doit être averti qu'aucune conclusion ne peut être tir�ee
�a partir des donn�ees sans examiner attentivement la signi�cation pr�ecise des
variables observ�ees. Il est particuli�erement important de garder en m�emoire que
les d�e�nitions changent un peu avec le temps, comme c'est le cas dans notre
�etude. Ce probl�eme sera illustr�e dans la section suivante.

3 Les m�ethodes statistiques

La m�ethode de l'histogramme (c'est �a dire le diagramme des fr�equences) con-
stitue un outil utile pour estimer des densit�es. Elle est aussi facile �a calculer
que simple �a comprendre et �a expliquer. Cependant, elle pr�esente aussi des in-
conv�enients certains. Entre autres, il est clair qu'une densit�e continue ne peut
raisonnablement être estim�ee par une fonction discontinue. Par ailleurs, il serait
peu pertinent d'�etudier des densit�es variables dans le temps en repr�esentant
plusieurs histogrammes sur le même graphique. Plusieurs m�ethodes ont �et�e
�elabor�ees pour surmonter les d�efauts des histogrammes et pour produire des es-
timateurs plus pr�ecis, voir Silverman (1986). Nous utiliserons uniquement les
estimateurs �a noyau de la densit�e. Des r�esultats th�eoriques ont �et�e pleinement
d�evelopp�es et des logiciels de calcul sont facilement accessibles. On peut montrer
aussi que les histogrammes sont un cas particulier des ces estimateurs �a noyau.

Etant donn�ees n observations X1; : : : ;Xn d'une variable al�eatoire X, un esti-
mateur non param�etrique bien connu de sa densit�e f(x) est l'estimateur �a noyau

f̂ (x) =
1

h

nX
i

K

�
x�Xi

h

�
(3.1)
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o�u K est une fonction noyau d�etermin�ee, qui satisfait aux conditions suivantes :
K est une fonction non n�egative et dont l'int�egrale est �egale �a 1. Par exemple,
nous utilisons dans nos analyses le noyau gaussien

K(x) =
1p
2�

e�x
2=2 (3.2)

Nous ferons par la suite des commentaires plus approfondis sur le choix du
noyau et du param�etre de lissage h (encore appel�e fenêtre) . Notons que pour
x = x1; x2; : : : o�u xi+1 � xi = h et pour un noyau K(x) = 1=h pour �h=2 <

x � h=2 et z�ero ailleurs, nous retrouvons l'histogramme si l'on calcule f̂ (xi) au
moyen de (3.1) et d�e�nissons f̂ (x) = f̂(xi) pour tout autre x tel que xi � h=2 <

x � xi + h=2. . Il est bien connu que, en grands �echantillons, cet estimateur est
asymptotiquement non biais�e et normalement distribu�e, de variance

varff̂(x)g = ck

nh
f(x)

o�u
ck =

Z
K2(u) du :

L'erreur quadratique moyenne (eqm) approch�ee de f̂ (x) s'exprime comme la
somme de la variance et du biais au carr�e,

mseff̂(x)g = varff̂ (x)g+ b2(x) (3.3)

b(x) =
1

2
h2f(x)

00

k2 (3.4)

o�u
k2 =

Z
u2K(u) du

(Notons que pour le noyau gaussien ck = 1=(2
p
�) et k2 = 1).

En r�egle g�en�erale, il est �etabli que l'estimation est peu sensible au choix du
noyau, sauf pour des propri�et�es de continuit�e, alors que la fenêtre joue un rôle
crucial. Plusieurs m�ethodes de s�election de fenêtre ont �et�e mises au point, voir
Simono� (1996). Dans les analyses men�ees en section 4, nous utilisons le crit�ere
de minimisation de l'erreur quadratique moyenne int�egr�ee

R
mse(f̂(x)) dx. La

fenêtre optimale hopt doit alors satisfaire

hopt = k
�2=5
2

c
1=5
k ff 00

(x)2 dxg�1=5n�1=5 (3.5)

Pour r�esoudre cette �equation, nous avons besoin d'estimer la d�eriv�ee de la
densit�e inconnue f

00

, ce qui requiert de choisir un second param�etre de lissage.
Par cons�equent, la fenêtre obtenue ĥopt est juste une estimation de hopt. Une
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approximation simple, d�ecrite par Silverman (1986), consiste �a remplacer dans
(3.5) la fonction inconnue f

00

par la d�eriv�ee seconde d'une approximation de
la densit�e inconnue f . Cette m�ethode nous parâ�t fort utile pour donner une
premi�ere id�ee de la largeur de la fenêtre lorsque des densit�es sym�etriques en
forme de cloche doivent être estim�ees. Dans une approche plus g�en�erale, on
se propose de sp�eci�er une d�ependance sur ĥopt du param�etre de lissage dans
l'estimation de f

00

et ensuite de r�esoudre it�erativement l'�equation cons�ecutive.
Engel et al. (1994) ont montr�e que l'algorithme propos�e (et que nous utilisons
aussi) est convergent. De plus, la solution ĥopt est asymptotiquement conver-
gente vers la solution hopt de (3.5) lorsque la taille de l'�echantillon crô�t. Cette
convergence, d'ordre stochastique n�1=2, est assez rapide. De l'estimateur obtenu
avec cette fenêtre optimale estim�ee, on d�eduit une erreur quadratique moyenne
estim�ee d'ordre OP (n�4=5). On peut esp�erer que cet estimateur soit d'une grande
pr�ecision pour des �echantillons de taille mod�er�ement grande.

Pour �etudier des densit�es sur une p�eriode de plusieurs ann�ees, nous calculons
tout d'abord les fenêtres optimales. Ensuite, nous estimons les densit�es en util-
isant comme fenêtre, la moyenne de toutes ces fenêtres optimales. Sur chaque
graphique, les fenêtres moyennes sont not�ees en l�egende. On peut les utiliser
pour �evaluer la variabilit�e des estimateurs, en s'appuyant sur la formule (3.3).

Notons que les densit�es du revenu relatif ont �et�e estim�ees apr�es avoir e�ectu�e
une transformation logarithmique du revenu. Par la suite, les estimations de
la densit�e du revenu ont �et�e �a nouveau transform�ees, en utilisant la formule
suivante

fX(x) = fY (y(x))

�����
dy(x)

dx

�����
o�u y(x) = log(x). Les fenêtres optimales s'appliquent aux estimations des den-
sit�es du log revenu. Il n'est pas di�cile de voir que cette proc�edure �equivaut
�a estimer les densit�es du revenu (non transform�e) en employant un noyau de
fenêtre variable x b au lieu de b. Cette m�ethode employ�ee pour transformer les
donn�ees a �et�e discut�ee dans Wand et al (1991). Si l'on ne l'emploie pas, ces
estimateurs risquent de ne pas reproduire de fa�con appropri�ee la structure des
densit�es, pour les tranches des tr�es faibles revenus.

Pour illustrer cette m�ethode, consid�erons le revenu relatif des m�enages ob-
serv�e en 1984. Un histogramme classique de ces donn�ees est repr�esent�e en Fig
3.1 [�a gauche]. Une estimation �a noyau de la densit�e [�a droite] obtenue avec une
fenêtre de 0.3 montre une courbe estim�ee ayant en gros la même allure.
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Fig 3.1 : Histogramme (15 classes) et estimateur �a noyau de la densit�e
(fenêtre = 0.3)

Un estimateur �a noyau de la densit�e, obtenu avec la fenêtre optimale (0.08)
aboutit �a une forme di��erente, voir Fig. 3.2 [�a gauche]. Une singularit�e impor-
tante apparâ�t pour des niveaux de revenus tr�es faibles. En reprenant les mêmes
donn�ees, un histogramme, r�ealis�e avec une partition en classes tr�es �nes, r�ev�ele
l'existence de plusieurs centaines de m�enages ayant de tr�es faibles revenus (voir
Figure 3.2 [�a droite]).
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Fig 3.2 : estimateur �a noyau de la densit�e [�a gauche] fenêtre=0.3 (trait plein)
et fenêtre optimale=0.08 (ligne bris�ee). Histogramme obtenu avec une

partition en �nes classes [�a droite].

En outre, nous observons que cette particularit�e reste pr�esente chaque ann�ee
post�erieure �a 1984, alors qu'elle n'apparâ�t pas les ann�ees pr�ec�edentes, voir Fig.
3.3. Une explication peut en être la suivante. D�es 1984, la d�e�nition du revenu
net a �et�e modi��ee : les allocations logement ne rentrent plus en compte dans le
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calcul du revenu net. Par cons�equent, nous limiterons notre analyse aux donn�ees
du revenu ant�erieures �a 1984, ce qui nous permettra d'illustrer ces m�ethodes tout
aussi bien. De plus, on peut esp�erer que certains sous-groupes de la population,
tels que celui des personnes employ�ees �a temps plein, seront peu a�ect�es par ce
changement �a l'extrêmit�e inf�erieure de l'�echelle des revenus. C'est la raison pour
laquelle nous avons �etendu l'analyse de ce groupe �a l'ensemble de l'intervalle de
temps.

Nous insistons �a nouveau sur le fait suivant : un choix \intuitif" de la fenêtre,
conduisant �a des estimations \cr�edibles", aurait abouti �a masquer cette singu-
larit�e importante des donn�ees. La m�ethode de s�election optimale de la fenêtre a
le m�erite de rendre l'estimateur sensible �a ce type de caract�eristique.
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Fig 3.3: estimateur �a noyau de la densit�e [�a gauche] fenêtre=0.3 (trait plein)
et fenêtre optimale=0.09 (ligne bris�ee). Histogramme avec une partition en

�nes classes [�a droite].

Nous terminons cette section en mentionnant bri�evement le probl�eme de
l'estimation d'une densit�e multivari�ee. Une bonne introduction �a ce sujet se
trouve dans la monographie de Scott (1992). De fa�con similaire �a (3.1), on peut
d�e�nir, pour un �echantillon bivari�e (X1; Y1); : : : ; (Xn; Yn) l'estimateur �a noyau

f̂(x; y) =
1

h1

1

h2

nX
i=1

K12

�
x�Xi

h1
;
y � Yi

h2

�

o�u K12 est une fonction bivari�ee non n�egative, d'int�egrale �egale �a 1. Par com-
modit�e, nous consid�erons cette fonction comme le produit de deux noyaux gaussiens
univari�es, c'est �a dire

K12(x; y) = K(x)K(y)
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o�u K est d�e�nie en (3.2). De fa�con analogue au cas univari�e, l'erreur quadra-
tique moyenne, le choix de la matrice fenêtre etc... ont �et�e �etudi�es dans le cas
multivari�e. En outre, de nouveaux probl�emes sont apparus dans ce domaine
int�eressant encore en plein d�eveloppement; pour une liste actuelle de r�ef�erences,
voir entres autres Simono� (1996).

4 La distribution du revenu des m�enages

Les donn�ees d�ecrites en section 2 constituent des �echantillons en coupe trans-
versale du revenu des m�enages sur une p�eriode de 28 ann�ees. Les �echantillons sont
de taille importante, comprenant environ 7000 m�enages chaque ann�ee. Etant
donn�es de grands �echantillons, on peut esp�erer que les estimations �a noyau des
densit�es du revenu soient tr�es pr�ecises.

On peut visualiser par la Fig.4 les densit�es estim�ees du revenu net hebdo-
madaire (en livres) pour les ann�ees 1968, 1973, 1978 et 1983. Puisque le revenu
(nominal) augmente r�eguli�erement dans le temps, il n'est pas surprenant de con-
stater que les densit�es estim�ees changent beaucoup dans le temps.

Il semble naturel de consid�erer le revenu relatif plutôt que le revenu nominal;
le revenu relatif s'obtient en divisant le revenu nominal de chaque m�enage par la
moyenne de la population. Les densit�es du revenu relatif sont alors comparables
sur une �echelle commune des multiples du revenu moyen, voir Fig. 4.2.

On s'aper�coit que seulement tr�es peu de m�enages ont un revenu extrêmement
faible et l'on ne peut tirer de conclusions claires concernant le majorant des hauts
revenus, pour lesquels les queues de distribution d�ecroissent assez lentement.
Notons que, pour des raisons de pr�esentation, les densit�es ont �et�e repr�esent�ees
pour des revenus allant seulement jusqu'�a trois fois le revenu moyen.

La structure multimodale de ces densit�es pourrait s'expliquer comme �etant
le r�esultat d'une superposition de densit�es unimodales caract�erisant des sous-
populations in
uentes. C'est ce que sugg�erent les Figures 4.3 et 4.4 qui montrent
les estimations des densit�es du revenu relatif des chefs de famille employ�es �a
temps plein et de ceux sans emploi. Notons que, pour chaque sous-groupe, le
revenu relatif se r�ef�ere au revenu normalis�e par le revenu moyen de la sous-
population correspondante. Les densit�es obtenues sont �a peu pr�es unimodales,
et leur mode se situe en des points tr�es di��erents 2. Les modes correspondants
de la densit�e du revenu relatif de la population totale (Fig. 4.2) apparaissent
clairement.

2En section 2, nous avons d�ej�a signal�e une modi�cation apparue en 1984 de la d�e�nition du
revenu. Cette modi�cation n'a�ecte pas la population des personnes employ�ees �a temps plein.
Pour cette raison, seuls les revenus de ce dernier groupe ont �et�e �etudi�es �a partir de 1983.
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Fig. 4.1 : Population totale : Fig. 4.2 : Population totale :
densit�es du revenu nominal densit�es du revenu relatif (0.079)3

Lorsque nous avons consid�er�e l'�evolution des densit�es du revenu dans le
temps, nous avons d�ej�a remarqu�e plus haut que la distribution du revenu nominal
se modi�ait rapidement dans le temps. La transformation du revenu nominal
en un revenu relatif conduit �a des distributions beaucoup plus \invariantes".
N�eanmoins, ce caract�ere d'invariance est loin d'être parfait. Un examen minu-
tieux de la Figure 4.2 met quand même en �evidence une tendance dans l'�evolution
temporelle de ces densit�es du revenu relatif : le nombre de m�enages �a faibles
revenus est en augmentation, alors que la hauteur du pic de classe moyenne, qui
se situe autour du revenu moyen, d�ecrô�t avec le temps. Ce sujet a davantage �et�e
approfondi dans Kneip et Utikal (1998). Une strati�cation en sous-populations
appropri�ees peut d�eboucher sur des densit�es plus stables dans le temps comme
on peut le voir sur les Fig. 4.3 et 4.4. En particulier, les densit�es relatives aux
chefs de famille employ�es �a temps plein sont plus invariantes dans le temps que
celles relatives �a la population totale. En fait, une partie de la tendance tem-
porelle caract�erisant ces derni�eres peut s'expliquer simplement par la croissance
de la population de tels sous-groupes; il est bien connu que le pourcentage de
personnes employ�ees �a temps plein d�ecrô�t r�eguli�erement au Royaume-Uni alors
que celui des personnes sans emploi a sans cesse augment�e jusqu'�a ces derniers
temps.

On pourrait essayer d'�eliminer les di��erences qui restent pr�esentes entre les
densit�es en Fig. 4.2 -4.4 en appliquant des transformations plus sophistiqu�ees.
Celles-ci incorporent des moments d'ordre plus �elev�e ainsi que nous le ferons par

3les fenêtres moyennes optimales utilis�ees pour le lissage sont donn�ees entre parenth�eses ()
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la suite. Soit Xit le revenu nominal d'un m�enage individuel i, d�e�nissons le log

revenu standardis�e Zit par

Zit =
log(Xit)� �t

�t

o�u �t et �2t d�esignent la moyenne et la variance de log(Xit) dans la population.
Si les distributions sous-jacentes �etaient exactement normales alors, pour toute
ann�ee t, la densit�e obtenue f�t de Zit g�en�er�ee par cette transformation serait
une normale standard. Donc, sous cette hypoth�ese, les densit�es f�t ; f

�

t+1; : : :

seraient compl�etement invariantes dans le temps. Notons toutefois qu'il n'est pas
n�ecessaire d'avoir la log-normalit�e pour obtenir l'invariance temporelle. En fait,
assez g�en�eralement, il semble raisonnable d'esp�erer que l'invariance temporelle
s'am�eliore apr�es avoir appliqu�e cette transformation : elle �elimine les di��erences
en localisation et en dispersion entre les distributions. Par exemple, il est bien
connu que les variances du log-revenu relatif augmentent dans le temps. La
standardisation �elimine donc cet e�et.
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Fig 4.3 : Employ�es �a temps plein : Fig. 4.4 : Sans emploi :
densit�es du revenu relatif (0.084) densit�es du revenu relatif (0.089)

Les Figures 4.5 et 4.6 montrent les densit�es estim�ees f�t du log-revenu standardis�e
pour la population totale et pour le sous-groupe des personnes employ�ees �a temps
plein. Comme r�esultat, il semble que les densit�es des personnes employ�ees �a
temps plein soient de fa�con tr�es satisfaisante invariantes dans le temps. En
principe, cela peut être test�e, bien que cela n'ait pas encore �et�e fait par les
auteurs. Cette hypoth�ese est d'un int�erêt certain puisque l'�etude de l'�evolution
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de la densit�e du revenu se r�eduirait alors enti�erement �a une �etude de l'�evolution
des param�etres �t et �t.

Manifestement, les densit�es du log-revenu standardis�e de la population totale
ne sont pas exactement invariantes, mais il semble qu'elles gagnent en stabilit�e
compar�ees aux densit�es du revenu relatif.
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Fig. 4.5 : Population totale : Fig. 4.6 : Employ�es �a temps plein :
densit�es du log-revenu standardis�e densit�es du log-revenu standardis�e

(0.127) (0.188)

5 Les distributions conjointes du revenu et des

caract�eristiques des m�enages

Dans la section pr�ec�edente, nous avons vu qu'une strati�cation par le statut pro-
fessionnel aboutit �a des densit�es du revenu dont la structure est plus simple. En
g�en�eral, d'un point de vue �economique, l'analyse conjointe du revenu et d'autres
caract�eristiques des m�enages (tels que l'âge, la taille du m�enage, entre autres) est
d'un int�erêt consid�erable. Cette d�emarche est particuli�erement importante en
analyse de la demande. La consommation et l'�epargne d�ependent du revenu aussi
bien que des caract�eristiques des m�enages. Dans la litt�erature �economique, l'âge
est souvent consid�er�e comme la plus importante des covariables, voir Deaton
(1992).
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Par la suite, nous concentrons donc notre attention sur la distribution con-
jointe de l'âge et du revenu. Dans l'enquête FES, la variable \âge" se r�ef�ere �a
l' \âge du chef de famille". Par cons�equent, la distribution de l'âge correspon-
dante ne repr�esente pas la distribution de l'âge de tous les individus en Grande
Bretagne. De toute �evidence, tr�es peu chefs de m�enage sont âg�es de moins de
20 ans.

Dans la section pr�ec�edente, nous avons analys�e en d�etail la distribution
marginale du revenu. On peut �a nouveau utiliser des estimateurs �a noyau de la
densit�e pour �etudier la distribution marginale de l'âge. La Figure 5.1 montre les
densit�es estim�ees de l'âge pour les ann�ees 1968-1971 et 1980-1983. On peut con-
stater qu'il y a r�eellement peu de m�enages dont le chef de famille est jeune ou tr�es
âg�e. Les densit�es sont �elev�ees dans un intervalle allant de 25 �a 70 ans. Les d�etails
structuraux sont plutôt irr�eguliers et peu ais�es �a interpr�eter. En fait, les fenêtres
optimales estim�ees sont tr�es petites. Ceci se pr�esente comme cons�equence du
fait qu'une petite fenêtre est indispensable pour une mod�elisation ad�equate de
la croissance rapide des densit�es apr�es 20 ans ainsi que de la d�ecroissance rapide
autour de 70 ans. Des estimations plus stables pourraient être obtenues par
un choix adaptif local des fenêtres, en utilisant des fenêtres plus larges dans la
r�egion entre 30 et 70 ans.

Nous nous int�eressons principalement �a la comparaison des densit�es de l'âge
dans le temps. Il n'y a pas eu d'�evolution apparante au cours de l'une ou l'autre

de ces deux p�eriodes de quatre ans. Outre des 
uctuations mineures, il s'av�ere
que les densit�es de l'âge entre 1968 et 1971 sont fort semblables les unes aux
autres. On peut faire la même observation pour les densit�es entre 1980 et 1983,
ou toute autre p�eriode de quatre ann�ees cons�ecutives. Cependant, une di��erence
frappante distingue ces deux familles de densit�es sur la Fig. 5.1 correspondant
l'une au d�ebut des ann�ees soixante-dix et l'autre au d�ebut des ann�ees quatre-
vingt. Un pic caract�erisant les \jeunes m�enages" �emerge au cours des ann�ees
quatre-vingt, ph�enom�ene qui n'apparâ�t pas dans les ann�ees soixante-dix, ce qui
indique donc un changement socio-�economique �a long terme.
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Fig 5.1 : Population totale: densit�es de l'âge (1.84) [�a gauche], (1.91) [�a
droite].

Rappelons la discussion men�ee en section 4 au sujet des invariances tem-
porelles. Nous avons vu que les densit�es du revenu nominal se modi�ent rapi-
dement d'une ann�ee �a l'autre. Ce n'est qu'apr�es avoir appliqu�e des transforma-
tions appropri�ees que nous pouvions parler d'une invariance approximative des
densit�es du revenu transform�e. La situation est clairement di��erente en ce qui
concerne la distribution marginale de l'âge. Il n'est ni n�ecessaire ni r�ealisable de
chercher de telles transformations. Les densit�es de l'âge �evoluent tr�es peu d'une
ann�ee �a l'autre, elles sont, �a court terme, �a peu pr�es invariantes dans le temps.
Les modi�cations des densit�es de l'âge doivent être prises en compte dans le seul
cas o�u l'on s'int�eresse principalement �a une analyse de long terme.

Revenons maintenant �a l'�etude de la distribution conjointe de l'âge et du
revenu. Consid�erer la distribution conjointe de l'âge et du revenu nominal n'a
pas de sens. Il est clair, au regard de la distribution marginale du revenu
nominal, que cette distribution �evoluera rapidement dans le temps. Cepen-
dant, cons�ecutivement �a notre discussion sur les densit�es marginales, nous avons
quelques espoirs de trouver des r�egularit�es dans la densit�e conjointe de l'âge et
du log-revenu standardis�e. La Fig. 5.2 montre les estimations �a noyau en deux
dimensions de cette densit�e conjointe pour deux ann�ees distinctes.
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l'âge

Les deux densit�es semblent être similaires dans une certaine mesure. Comme
tendance globale, on reconnâ�t que, pour chacune de ces deux ann�ees, les m�enages
tr�es jeunes ainsi que les m�enages tr�es âg�es ont des revenus plus faibles que les
m�enages ayant atteint la cinquantaine. La grande majorit�e des m�enages �a faibles
revenus ont plus de 60 ans. Cependant, les jeunes m�enages dont les revenus sont
tr�es faibles forment �egalement un groupe important. Il apparâ�t que la plupart
des m�enages de la classe moyenne et de la classe moyenne sup�erieure sont âg�es
d'environ 50 ans. On trouve, de fa�con assez surprenante, peu de m�enages �a hauts
revenus ayant plus de 70 ans.

Une connaissance plus approfondie de l'�evolution temporelle des ces partic-
ularit�es peut être acquise en analysant les densit�es de l'âge strati��ee par classes
de revenus. Nous utilisons quatre classes de revenus que l'on d�etermine par leur
position dans la densit�e du log-revenu standardis�e (not�e x) : �2 � x < �1
(faibles revenus); �1 � x < 0 (classe moyenne inf�erieure); 0 � x < 1 (classe
moyenne sup�erieure); 1 � x < 2 (hauts revenus).
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Fig 5.3 : Population totale: densit�es de l'âge, pour six ann�ees cons�ecutives,
strati��ees en classes de revenus; les fenêtres optimales moyennes sont pr�esent�ees
entre parenth�eses.

La Fig. 5.3 repr�esente les distributions de l'âge au cours des ann�ees 1968-
1972, obtenues pour quatre classes de revenus. Nous remarquons tr�es vite que
les distributions de l'âge sont tr�es di��erentes pour des classes de revenus dis-
tinctes. Plus pr�ecis�ement, comme nous l'avons d�ej�a vu plus haut pour la densit�e
bivari�ee, la plupart des m�enages �a faibles revenus sont âg�es d'environ 70 ans. La
distribution bimodale des classes moyennes inf�erieures se concentre autour de
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30 et 70 ans. Le groupe des m�enages �a hauts revenus pr�esente une distribution
unimodale concentr�ee autour de 50 ans.

La Fig. 5.3 montre �egalement que, �a l'int�erieur de chaque groupe, les densit�es
strati��ees �evoluent tr�es peu de 1968 �a 1972. On obtient ce même r�esultat pour
d'autres p�eriodes de cinq ann�ees cons�ecutives. C'est ce que l'on peut voir, par
exemple en Fig. 5.5, qui montre les densit�es de l'âge des m�enages �a faibles
revenus au cours des ann�ees 1991-1995. D'autre part, les �evolutions �a long
terme des densit�es strati��ees sont consid�erables, les plus prononc�ees apparaissant
pour le groupe des m�enages �a faibles revenus. C'est ce que montre la Fig.
5.4 qui repr�esente l'�evolution obtenue au cours des ann�ees 1968 �a 1995. On
d�etecte clairement l'apparition d'un sous-groupe des jeunes m�enages �a faibles
revenus. Nous devrions noter que ce ph�enom�ene socio-�economique explique en
partie l'augmentation du \pic caract�erisant les m�enages �a faibles revenus" dans
la distribution du revenu. En r�esum�e, de fa�con similaire �a notre discussion sur la
distribution marginale de l'âge, nous pouvons tirer les conclusions qualitatives
suivantes au sujet de l'�evolution temporelle de la distribution conjointe de l'âge
et du log-revenu standardis�e :

a) Les distributions strati��ees de l'âge �evoluent tr�es lentement d'une ann�ee
�a l'autre, elles sont �a court terme approximativement invariantes dans le temps.

b) A long terme, une tendance apparâ�t clairement pour le groupe des m�enages
�a faibles revenus. Cette tendance doit être prise en compte dans une analyse de
long terme.

c) Les distributions de l'âge pr�esentent des di��erences radicales d'une classe
de revenus �a une autre. Ces di��erences sont beaucoup plus importantes que
l'�evolution temporelle �a l'int�erieur de chaque classe.

Les distributions conjointes du revenu et d'autres caract�eristiques des m�enages,
telles que la taille de la famille et le statut professionnel, peuvent être �etudi�ees
de fa�con similaire. La nature discr�ete de ces variables simpli�e même l'analyse.
On peut montrer que les conclusions qualitatives �enonc�ees en a) - c) demeurent
valides lorsque l'on remplace l'âge par la taille de la famille ou le statut profes-
sionnel. Une analyse d�etaill�ee d�epasse le cadre de cet article.
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Fig 5.4 : M�enages �a faibles revenus
: �evolution des densit�es �a long terme
(2.31)

Fig 5.5 : M�enages �a faibles revenus
: �evolution des densit�es �a court terme
(2.56)

6 R�esum�e

Pour �etudier les distributions du revenu et de certaines caract�eristiques des
m�enages, nous avons utilis�e des m�ethodes d'estimation non param�etrique de la
densit�e. Nous avions comme objectif principal de trouver des invariances dans
l'�evolution temporelle de ces densit�es apr�es avoir appliqu�e certaines transforma-
tions ad�equates. Dans ce contexte, l'utilisation de m�ethodes non param�etriques
parâ�t naturelle puisque nous disposons de grands �echantillons, et qu'aucune
forme fonctionnelle de la distribution de la population pos�ee a priori n'est ac-
ceptable. Il s'av�ere que l'estimation par la m�ethode des fonctions �a noyau est
bien meilleure que celle de l'histogramme. Le probl�eme du choix de la fenêtre
est crucial. On peut montrer que la m�ethode utilis�ee pour d�eterminer la fenêtre
optimale est sup�erieure �a tout autre choix \intuitif".

Les estimations de la densit�e bivari�ee sont visualis�ees graphiquement comme
des surfaces dans des espaces �a trois dimensions, uniquement pour donner une
appr�eciation d'ensemble, bien qu'en g�en�eral, une �etude d�etaill�ee des densit�es
multivari�ees soit men�ee par l'interm�ediaire des densit�es marginales et condition-
nelles.

La recherche de l'invariance est le th�eme de base de l'�etude de l'�evolution
temporelle des densit�es. On cherche des transformations simples des variables de
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telle mani�ere que les densit�es correspondantes deviennent \approximativement"
identiques. Les probl�emes de description, de mod�elisation et de pr�ediction des
densit�es qui �evoluent dans le temps se r�eduisent de cette fa�con �a l'�etude de ces
transformations.

Dans le cas particulier des densit�es du revenu, on obtient une approxima-
tion grossi�ere de l'invariance simplement en standardisant les revenus par leur
moyenne. Appliqu�ee �a certaines sous-populations, cette invariance est am�elior�ee.
Une meilleure invariance des densit�es du revenu est obtenue en standardisant
le logarithme du revenu nominal. Cette transformation donne �egalement des
r�esultats pour la distribution conjointe du revenu et de l'âge.
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